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RESUMO

Este ensaio tedrico tem como objetivo refletir sobre o ensino e a aprendizagem de fragcdes a partir da
problematizacdo das multiplas interpretacdes que envolvem esse objeto matematico, em uma perspectiva histérica
e epistemoldgica. As fragdes ndo possuem uma definicdo ou concepgdo Unica, mas assumem diferentes
interpretagdes, sendo um emaranhado de ideias com mdltiplos significados, articulando-se individualmente e entre
si. Nesse sentido, a0 menos cinco interpretagdes devem ser consideradas nas discuss@es quanto ao ensino de
fracBes: medida, parte-todo, quociente, razdo e operador. Comumente, o ensino de fra¢des inicia pela perspectiva
do particionamento (parte-todo), o que acarreta obstaculos epistemoldgicos, visto que, nesta perspectiva de ensino,
as regras e procedimentos sobressaem-se a compreensao dos significados, pois parte da contagem do todo e das
partes consideradas utilizando nimeros naturais sem que ocorra a escolha da unidade de medida. Com isso, a
introducdo de fracBes pela interpretacdo parte-todo confunde-se com as ideias e as propriedades dos nimeros
naturais. A fim de que os alunos compreendam as diferengas entre o conjunto dos nimeros racionais em relacdo
aos numeros naturais, admite-se que a introdugdo ao ensino de fracdes seja realizada pela interpretagdo medida,
compreendida como uma relacdo de comparacdo multiplicativa entre quantidades, porque coincide com a génese
historica das fragdes, que emergem da necessidade de medir quantidades continuas.

Palavras-chave: Numeros Fracionarios. Nimeros Racionais. Comparacdo Multiplicativa.

ABSTRACT

This theoretical essay as aim at reflecting on the teaching and learning fractions from multiple interpretations
problematization which encompass this mathematic object in a historical and epistemological perspective.
Fractions do not have a single definition or interpretations, but They assume different ones and They are a multiple
meanings idea tangle that articulate individually among them. Hereupon, at least five interpretations should be
considered when teaching fractions: measure, part-whole, quotient, reason, and operator. Commonly, teaching
fractions starts by partitioning perspective (part-whole), what entails epistemological obstacles, because by this
teaching perspective, rules and procedures stand out in understanding the meanings, by reason of it starts by
counting the whole and parts considered, using natural numbers without measurement unit choice. Thereby,
introduction of fractions by part-whole interpretation cause confusion with ideas and properties of natural numbers.
For students understanding the differences among the elements of rational numbers regarding the natural numbers,
it is assumed that introduction of fractions teaching should be carried out by interpretation of measure, understood
as a multiplicative comparison relation among quantities, because coincides with the fractions historical genesis,
which emerge from the necessity to measure continuous quantities.

Keywords/Palabras clave: Fractional Numbers. Rational Numbers. Multiplicative Comparison.
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INTRODUCAO

As discussdes aqui realizadas foram motivadas pelas inquietacdes da primeira autora,
enquanto professora de matemética dos anos finais do Ensino Fundamental e Médio da rede
estadual de ensino do Parand, quanto ao ensino de fracdes.

O Referencial Curricular do Parand: Principios, Direitos e Orientac6es (Paran, 2018),
fundamentado na Base Nacional Comum Curricular — BNCC (Brasil, 2018), é o documento
norteador para todas as instituicdes de ensino publicas e particulares, de Educagdo Infantil e de
Ensino Fundamental do referido Estado, elaborado pela Secretaria de Estado de Educacdo -
SEED-PR. Esse documento apresenta a contextualizacdo legal para a implantacdo da BNCC,
um breve histérico da educacdo paranaense, 0s principios orientadores que norteiam a
elaboracdo dos curriculos escolares, e a defini¢do dos direitos e objetivos de aprendizagem por
etapas e anos de escolaridade, segundo suas especificidades.

Contudo, a SEED-PR criou outro documento voltado apenas para a rede estadual de
ensino, o Curriculo da Rede Estadual Paranaense - CREP (Parang, 2019), que segundo a
secretaria, complementa o Referencial Curricular do Parana. Esse documento, apesar de ter
sido elaborado em 2019 sem o conhecimento e sem a colaboracdo dos professores da rede
estadual, s6 foi apresentado na semana anterior ao inicio das aulas em 2020, ndo havendo
oportunidade de discussdo ou contribuicdo. Isto gerou desconforto aos professores, porque tal
documento inclui, altera e exclui elementos da BNCC.

Apesar de a BNCC destacar a importancia de propiciar aos alunos tarefas que envolvam
medicgdes, para mostrar a necessidade de um novo campo numérico, no Referencial Curricular
do Parana (Parana, 2018) e no CREP (Parana, 2019), ndo se encontrou, explicitamente nos
objetivos de aprendizagem ou conteddos, a medicdo como caminho para construcdo do campo
numerico dos numeros racionais. Neste Gltimo documento identifica-se apenas a associacgao de
fracbes como parte-todo e como resultado de diviséo. Desta forma, o ensino do conceito de
fracGes é orientado apenas para a comparacdo parte-todo, que se fundamenta na contagem de
um todo e na contagem das partes tomadas, utilizando nimeros naturais, e 0s objetivos estdo
voltados para que os alunos operem algoritmos com fragdes, sem a devida preocupagdo com a
construgcdo do novo campo humérico dos ndmeros racionais.

Em contrapartida, estudos de Kieren (1976; 1980), Behr et al. (1983), Lamon (2012) e
outros remetem a importancia de ensinar diferentes interpretacbes de nimeros racionais para

os estudantes, de modo que se estabeleca uma base sélida para a compreensdo das fracdes. Tal
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compreensdo e fundamental para o desempenho matematico do estudante durante toda sua vida
escolar, além de ser essencial para o entendimento de outros contetdos e topicos importantes
da Matematica, como Algebra (Bailey etal., 2012; Torbeyns et al., 2015; Powell, 2018a, 2018b,
2019a, 2019b, 2019c, 2020; Scheffer & Powell, 2019; Kieren, 1980; Behr et al., 1983; Lamon,
2012).

Para compreender fracdes, é necessario um rol de conceitos e relacbes que se articulam
individualmente e entre si (Kieren, 1976; 1980). Desta forma, as fracbes ndo possuem uma
definicdo ou concepgdo Unica, mas assumem diferentes interpretacdes, sendo um emaranhado
de ideias com mudltiplos significados, que se relacionam aos numeros racionais e outros
conteudos. Enquanto Kieren (1980) nomeou esses multiplos significados ou interpretagdes de
construtos, Behr et al. (1983) chamou-os de subconstrutos.

Assim objetiva-se, neste ensaio teorico, refletir sobre o ensino e a aprendizagem de
fracOes a partir da problematizacdo das mdaltiplas interpretacdes que envolvem esse objeto
matematico, em uma perspectiva histdrica e epistemoldgica. Conforme Barbosa (2018, p. 43),
em um ensaio tedrico “ndo ha delimitagdo prévia de corpus da literatura, sendo que o
pesquisador mobiliza a bibliografia conforme a necessidade para construir sua argumentagao”.
Desta forma, a discussdo esta fundamentada nos autores supracitados, os quais introduzem a
problematica referente as multiplas interpretaces das fracdes e sua importancia para o ensino
e para a aprendizagem.

Primeiramente, diferenciam-se nameros fracionarios, fracdo e numeros racionais,
discute-se a imbricacao entre o senso numeérico e o0 senso fracionario, e como as caracteristicas
do primeiro refletem no segundo. Em seguida, apresentam-se as diferentes interpretacdes das
fraces e suas implicacdes para a compreensdo dos nimeros racionais. Ao final, discute-se a

compreensdo dessas questdes para o0 ensino e a aprendizagem de Matematica.

INICIANDO A DISCUSSAO: Numeros Fracionarios, Fracio e Numeros Racionais

No decorrer dos estudos sobre fracdes, considerou-se necessario esclarecer e discutir 0s
diferentes significados dos termos ndmeros racionais, numeros fracionérios, fracdo e
representacdo fracionaria. Isto porque a pratica docente permite perceber que esses termos se
confundem erroneamente e s&o associados a apenas uma interpretacdo, a parte-todo.

Caraca (1951) descreve que 0s numeros racionais surgiram da necessidade do homem

de comparar grandezas, quando apenas 0s himeros naturais nao eram suficientes para resolver
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certos tipos de problemas com medidas. Assim, a importancia dos nimeros racionais € inegavel
(Behr et al., 1983).

Para Behr et al. (1983, p. 91, tradugdo nossa), “o conceito de namero racional esta entre
as ideias matematicas mais complexas e importantes que as criangas encontram durante o
Ensino Fundamental”. Esses autores complementam a importancia desse topico matematico
sob trés perspectivas: pratica, psicologica e matematica. Quanto a perspectiva pratica, 0s
autores afirmam que manipular as interpretacfes de nimero racional contribui muito para o
desenvolvimento da capacidade de compreender e resolver problemas da realidade. Quanto a
perspectiva psicologica, 0s mesmos autores acreditam que a compreensdo dos ndmeros
racionais auxilia na evolucdo intelectual das criangas, expandindo as estruturas mentais
necessarias ao seu desenvolvimento. Por Gltimo, sobre a perspectiva matematica, os autores
afirmam que o entendimento dos nimeros racionais constitui a base para a compreensao das
operagOes algébricas elementares.

Assim, o ensino tradicional de fragdes, alicercado apenas na concepgéo parte-todo,
apresenta diversos obstaculos que podem comprometer o entendimento do conceito de fracoes,
entre os quais salientamos:

e as regras e procedimentos sobressaem-se a compreensdo dos significados

(interpretacdes);

e ndo ha necessidade de determinar uma unidade de medida;

e aintroducdo de fracdes como parte-todo (contagem) ndo € desvinculada das ideias
e das propriedades dos numeros naturais, sendo desnecesséria a constru¢éo do novo
campo numérico - nameros racionais, o que dificulta a compreensédo de nimeros
fracionarios (Behr et al., 1983; Brasil, 1998).

Além disso, muitos professores ndo aceitam que um namero fracionério % comb # 0

pode pertencer ao conjunto dos NUmeros Irracionais, mas aceitam fracfes algébricas no
conjunto dos nameros reais (Silva, 2005).

De acordo com Lamon (2012), todos 0s himeros racionais podem ser escritos na forma

de fracdo %, coma,b e Zeb # 0, mas nem toda fracdo % representa um namero racional. Como

exemplo deste Gltimo caso, a autora cita g que embora seja uma fracdo, ou em outras palavras,

tenha representacéo fracionaria, ndo € um numero racional. Por outro lado, 0s nimeros racionais

possuem outras representacées: niumeros decimais, dizimas periddicas e porcentagem.

Assim, fracdo ou representacéo fracionaria é qualquer notacao do tipo %, comb # 0e
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a,b € R, e 0 termo numero fracionario indica aquele que pode ser representado por uma classe
de fracbes — fracbes equivalentes — que Silva (2005) expde como exemplo, o numero
22 12 }

- o 2 ~
fracionério g podendo ser representado por uma classe de fragdes: {T S |-
Esclarecidos esses termos e suas diferenciagdes, a secao que segue discute a imbricagao

entre 0s sensos numeérico e fracionario.

O SENSO NUMERICO E O SENSO FRACIONARIO

O senso numérico envolve a habilidade de aproximar e julgar o tamanho dos nimeros,
0 que inclui o conhecimento sobre 0s nameros, suas operacdes e como utilizar esses
conhecimentos para resolver problemas e calcular, além da escolha da representacdo numérica
mais adequada dentro de um contexto e/ou para resolver problemas (Powell & Ali, 2018).

Desta forma, reconhecer a magnitude de um niimero é essencial para 0 senso numérico,
e se estende para o senso fracionario, um subconjunto do senso numeérico. Por isso se faz
necessario definir o significado de magnitude. Powell (2019d, p. 3), fundamentado em Carraher
(1996), afirma que “magnitude ou magnitude absoluta ¢ o tamanho ou extensao de um objeto
sem considerar uma compara¢do ou medida e a magnitude relativa é o tamanho de um objeto
Sujeito a comparagdao com um outro objeto ou medi¢do com uma unidade de medida”. Assim,
magnitude é o tamanho de um numero, ou seja, a quantidade representada por ele. Essa ideia
imediata e intuitiva esta implicitamente relacionada a maioria dos processos matematicos.
Portanto, uma pessoa analisa a magnitude de um namero sempre que estimar, ordenar, pensar
sobre o resultado de um calculo. Os nimeros naturais e racionais tém magnitude, sendo uma
caracteristica de todos os numeros reais (Powell & Ali, 2018; Powell, 2019a, 2019b, 2019c).

Powell & Ali (2018) sintetizam as caracteristicas do senso numérico que se refletem
no senso fracionario. Eles apontam trés categorias que se sobrepdem e interagem entre si:
flexibilidade, razoabilidade ¢ magnitude. A “flexibilidade se refere a conceitos, representacoes
e estratégias de céalculo. Isso implica na habilidade de trabalhar com fracGes, sejam elas
concebidas como relacdo parte-todo, quociente, medida, razdo ou operador” (Powell & Ali,
2018, p. 236, tradugdo nossa). Inclui, também, as fracdes simbdlicas e ndo-simbdlicas?,
possibilitando uma mudanca de representacdo da forma escrita e visualizagdo dessas fragoes

para a considerada mais adequada. A razoabilidade implica na avaliacdo dos resultados ao

3 As magnitudes numéricas podem ser representadas de forma simbélica ou ndo-simbdlica. A forma simbélica requer
linguagem e é escrita utilizando digitos que estejam associados a determinadas quantidades (3; 0,25; 27). A forma ndo simbdlica
ndo requer linguagem, utiliza pontos, figuras, objetos que representam uma quantidade de forma abstrata (Espadinha, 2015).
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operar, aproximar ou comparar fracdes, levando a reflexdes sobre como uma operagédo
envolvendo fragdes pode alterar um numero; ou, ainda, qual a consequéncia de realizar uma
operacdo com um numero fracionario, sendo este menor, maior ou igual a 1. Assim, “uma vez
que o célculo tenha sido realizado, a razoabilidade do resultado seria considerada. Como uma
continuacdo da expressdo de senso fracionério, razoabilidade chama plausibilidade para a
questdo” (Powell & Ali, 2018, p. 236, traducdo nossa). Juntamente com flexibilidade e
razoabilidade, a compreensdo da magnitude é o conceito central do senso fracionério (Figura

1).

Figura 1 — Senso Fracionario

Senso Fracionario
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Fonte: Powell & Ali, 2018, p. 237 (tradug@o nossa).

Uma observacdo importante é que, ao pensar na magnitude de uma fracdo, ela deve ser
reconhecida como numero, por isso estd no centro do senso fracionario, permeada pela
flexibilidade e razoabilidade, que se interconectam.

No entanto, h& varios obstaculos encontrados por professores para ensinar, e por alunos
em compreender e operar com fraces. Muitas pesquisas (Bailey et al., 2012; Torbeyns et al.,
2015; Powell & Ali, 2018; Powell, 2018a; 2018b; 2019a; 2019b; 2019c) tém procurado
identificar falhas no ensino e no aprendizado de fracdes, alem de indicar diferentes abordagens
com vistas a superar tais dificuldades.

Para que o senso fracionario seja instigado, o professor deve promover situacdes que
possibilitem experimentagdes dos diversos significados para os nimeros racionais, de forma
que as interconexdes possam ser estabelecidas e compreendidas. Powell (2018a) afirma que é
necessario encontrar uma nova ontologia para melhorar a epistemologia de fragdes. Para isso,
é necessario recorrer a Ciéncia Neurocognitiva e a Historia da Matematica (Powell, 2018a;
2018b). Isto porque os diferentes significados de fracGes ndo se resumem no conceito

matematico de nimero racional, e uma revisao histdrica e epistemoldgica desses significados
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auxilia na compreensao dos significados das fragdes nas culturas antigas e no contexto em que
elas foram utilizadas.
Os egipcios utilizavam fragdes como inverso de nimeros inteiros, e por isso ha um

entendimento de que eles utilizavam, de maneira quase exclusiva, apenas fracdes unitarias
(Roque, 2012). As fragdes comuns, como % é e %, eram representadas por simbolos préprios.
As demais fragdes eram representadas por nimeros inteiros com um simbolo oval em cima,
simbolizando fracdes % (Roque, 2012). Gairin (1998) acredita que as fragdes egipcias surgiram

do contexto de resolucdo de problemas de divisdo igualitaria de grandes quantidades de
magnitudes, e por isso foi necessaria a criacdo de um sistema de representacdo para quantidades
n&o inteiras.

Diferentemente do povo egipcio, os babilénios usavam um sistema de numeracéo
posicional de base sessenta, e para medir, utilizavam unidades, multiplos e submdaltiplos
sexagesimais. Apesar de ser bem parecido com o sistema decimal, eles ndo tinham um sinal de
separacdo entre a parte inteira e a fracionaria. Gairin (1998, p. 38, traducdo nossa) afirma que
“esse sistema de representacdo, com o conhecimento que temos atualmente, parece confuso,
pois falta um simbolo para nomear as posicdes vazias (nosso zero atual) e indicar a separacédo
entre partes inteiras e ndo inteiras (o ponto decimal atual)”. Entretanto, ainda hoje utilizamos
essas representactes nas medicOes de horas e de angulos.

Tanto para egipcios quanto para babilénios, as fracfes surgiram para registrar a medida
de quantidades de terra, area, tempo, peso e impostos (Roque, 2012). J& os pitagoricos ndo
trataram a razdo entre dois numeros inteiros de fracdo ou outro tipo de nimero, mas a
interpretaram como uma relagdo de tamanhos de duas magnitudes do mesmo tipo. Mais tarde,
0s pitagoricos admitiram que havia razdes que ndo podiam ser expressas por nimeros inteiros.
Essas razdes incomensuraveis, que hoje chamamos de numeros irracionais, 0s pitagéricos
chamavam de inexprimiveis ou que ndo estavam certas. Entretanto, os gregos, na astronomia,
usavam o sistema importado dos babil6nios, o sistema sexagesimal, incluindo as fracdes,
utilizando um grau como equivalente a sessenta minutos, e cada minuto subdividido em
sessenta segundos (Gairin, 1998).

Smith (1953), citado por Gairin (1998), acredita que herdamos a forma de representar
fracBes dos hindus, mas a barra foi introduzida pelos &rabes. A ideia de fracdes, para os arabes,
esta associada a uma razao “como uma relacdo ou propor¢do de variagdo entre valores de

diferentes moedas” (Gairin, 1998, p. 40, tradu¢do nossa). Contudo, foi na China que as fracdes
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decimais comecaram a ser utilizadas, mas passaram mil anos até serem incorporadas e
substituissem as fracdes unitarias ou sexagesimais.

Portanto, das discussGes acima, percebemos que, historicamente, as fracdes foram
construidas a partir de diferentes necessidades e significacoes (Kieren, 1980; Berh et al., 1983).

Nesse sentido, pesquisadores como Kieren (1976; 1980) e Berh et al. (1983) afirmam
que, para aprender fracdes, € necessario compreender seu conceito, que é bastante complexo,
pois as fragbes ndo podem ser definidas por um Unico significado, mas por um emaranhado de
relacbes e de ideias interconectadas. Em outras palavras, para entender fracdes, é preciso
conhecer suas diferentes interpretactes (Kieren, 1980), as quais discutimos na subsecéo que

segue.

AS INTERPRETACOES DAS FRACOES E A COMPREENSAO DOS NUMEROS
RACIONAIS

Nesta subsecdo sdo discutidas as multiplas interpretacGes das fracfes a partir dos
estudos de Kieren (1976, 1980), Behr et al. (1983), Escolano (2007) e Lamon (2012).

Kieren (1976), j& na década de 1970, alertava quanto ao pouco interesse na natureza dos
nUumeros racionais, estando o ensino centrado apenas em procedimentos de resolucdo, sendo
insuficiente para alicercar a compreensdo dos alunos sobre conteudos matematicos mais
avancados, como Algebra ou Anélise. O autor salienta que, quando o ensino de fracdes é focado
apenas na resolugdo de célculos, o aluno precisa adquirir diferentes habilidades para operar,
mas elas ndo auxiliam na compreensdo dos diferentes significados das fragdes. Estudos e
experiéncias docentes demonstraram que tais problemas apontados sdo 0s mesmos que 0 ensino
de fracOes atual ainda ndo superou, cinco décadas depois. Isto pode ser constatado questionando
a um estudante do Ensino Fundamental, Médio e até mesmo do Ensino Superior, sobre, por
exemplo, por que, na soma de fracbes com denominadores iguais repete-se 0 denominador e
soma-se 0s numeradores, enquanto na soma de fragdes com denominadores diferentes, recorre-
se a0 minimo multiplo comum? A resposta é: Porque é a regra!

Assim, Kieren (1976) destaca a necessidade de o aluno ter oportunidade de estudar as
diferentes interpretacdes de fracOes, para que seja capaz de compreender adequadamente 0s
aspectos algébricos que sdo inerentes aos conceitos de nimeros racionais. O autor cita sete

interpretacdes:

1. Os numeros racionais s3o fragdes que podem ser comparadas, adicionadas, subtraidas, etc.;
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2. Os numeros racionais sdo fragdes decimais que formam uma extensdo natural (pelo nosso
sistema numérico) para 0os numeros inteiros;

, . . ~ . A . ~ . 12 3 2
3. Os numeros racionais sdo classes de equivaléncia de fragoes. Assim, {5, " g,...} e {5,

[N
O | o

-

>
sdo numeros racionais;

, . . - , P o~ . .
4. Os nimeros racionais sdo numeros na forma ¢ onde p, g sdo inteiros e ¢ # 0. Nessa forma,

os niimeros racionais sdo numeros de “propor¢do”;
5. Os numeros racionais sdo operadores multiplicativos;
6. Os numeros racionais sdo elementos de um campo quociente ordenado infinito. Eles sdo

nimeros da forma x = S, onde x satisfaz a equagdo gx = p;e

7. Os niimeros racionais sdo medidas ou pontos em uma reta numérica (Kieren, 1976, p. 109-
110, grifos do autor, traducao nossa).

Segundo Kieren (1976, p.120, tradugdo nossa), “os elementos de um campo quociente
~ . b ~ ~
sdo nameros da forma — Que representam solucgdes para as equacdes da forma ax = b, onde a

e b sdo numeros inteiros”, e a # 0. No entanto, em 1980, o autor reorganizou essas sete
interpretacdes em cinco: relagédo parte-todo, razéo, quociente, medida e operador, defendendo
a necessidade de serem compreendidas cada uma separadamente, bem como as relacdes entre
elas, para a apropriagao dos numeros racionais.

Ainda para Kieren (1980), as interpretacdes parte-todo e razdo, parte-todo e quociente,
e parte-todo e medida estdo intimamente ligados. Sobre as interpretacdes parte-todo e razéo, ele
distingue que, enquanto nas relacbes parte-todo, o todo é dividido em partes iguais e destaca-
se a ideia de equivaléncia, as relacdes de razdo ressaltam comparac¢des quantitativas de duas
qualidades. Como exemplo desta Ultima interpretacdo, cita a razao que representa o numero de
meninos em relacéo a uma classe, em que o todo inclui todos os alunos, meninos e meninas; e
a parte, representa apenas 0os meninos. O autor conclui que as relagdes parte-todo sdao um caso
especial de relagbes de razdo, e a interpretagcdo quociente diferencia-se da parte-todo por
envolver situacBes diferentes. Nesta Gltima interpretacdo, “a quantificacdo do resultado da
divisdo de uma quantidade em um determinado nimero de partes esta relacionada, em altima
instancia, a Algebra de equacdes lineares” (Kieren, 1980, p. 135, traducdo nossa). Sobre a

interpretacdo medida, Kieren (1980, p. 136, grifo do autor, traducdo nossa) afirma que

[...] as tarefas de medicdo significam a atribui¢do de um niimero a uma regido (tomada aqui no
sentido geral desta palavra; pode ser 1-, 2- ou 3-dimensional ou ter alguma outra caracteristica).
Isso geralmente ocorre por meio de uma iteragdo do processo de contagem do numero de
unidades inteiras utilizaveis para “cobrir” a regido e, em seguida, subdividir igualmente uma
unidade para fornecer o ajuste apropriado. O foco, aqui, estd na unidade arbitraria e sua
subdivisdo, e ndo nas relagdes parte-todo.

O autor relata, ainda, que a interpretacdo do operador subsidia a compreensdo de
multiplicacdo de nimeros racionais como elementos da Algebra de funcdes, do tipo f(x) =

%x, com b # 0. Behretal. (1983) relacionam essa interpretacdo com ideias contextualizadas,
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em que a medida de uma quantidade sofre algum tipo de transformacao. Neste sentido, Escolano
(2007, p. 56, traducdo nossa) complementa que o nimero racional positivo expressa a medida
de uma quantidade de magnitude em situacOes de parte de parte, “que quantificam a medida
das quantidades de magnitude que sofrem alguma transformagao”.

Portanto, Behr et al. (1983) redefinem e subdividem algumas das categorias apontadas
por Kieren (1976), e listam sete interpretacGes: medida fracionéria, razdo, taxa, quociente,
coordenada linear, decimal e operador. Ndo € raro que alguns autores considerem a
interpretacdo parte-todo e medida como sinénimos. Behr et al. (1983, p. 100, traducdo nossa),
por exemplo, acreditam que a “medida do nimero racional representa uma reconceituagdo da

nocao de parte-todo da fragdo” e afirmam que

[...] parece plausivel que o subconstruto parte-todo, baseado tanto em quantidades continuas
quanto discretas, represente uma constru¢do fundamental para o desenvolvimento do conceito
de namero racional. E, além disso, um ponto de partida para o ensino envolvendo outros
subconstrutos (Behr ef al., 1983, p. 101, traducdo nossa).

Estes mesmos autores apresentam a Figura 2 como significado de uma conceituagao

prévia das relacdes mutuas entre as multiplas interpretacdes.

Figura 2 — Conceituacdo preliminar das inter-relagGes entre os varios subconstrutos

Particionamento e Parte-Todo

A TN

Razao | | Operador |_ Quociente |'{ Medida
; DT \ \ N \
,I ‘-\;.____“ \\ 1 \ ,, \\ \
» 4 BTN | v X Y v
Equivaléncia Multiplicacao Resolucao de Adicao
Problemas

Fonte: Behr et al. (1983, p. 100, tradu¢éo nossa).

Observamos na imagem que, embora os autores citem sete interpretacdes, na Figura 2,
apenas cinco sdo identificadas. Isto porque, para os autores, a interpretacdo da fragdo como
razdo pode ser entendida como taxa e proporcdo. Assim, a ideia de razdo estd associada a
comparacdo entre duas quantidades de mesma grandeza ou mesma natureza.

Escolano (2007, p. 53, traducdo nossa), ao realizar um estudo sobre as diferentes
interpretacdes, afirma que, para reconhecer a fragdo como razéo, € necessario estabelecer uma
comparac¢do multiplicativa entre quantidade, e “para cada a unidades de M1 ha b unidades de
M2,
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1° Uma quantidade de magnitude, aul, da magnitude M1, é medida com a unidade de medida,
u2, de outra quantidade de magnitude, b2, da magnitude M2. A fragdo como razdo ab ul/u2
expressa a medida da quantidade aul, quando considerada como a unidade de medida (u2), que
¢ a unidade da magnitude M2, ou seja, expressa a medida de aul por unidade de medida (u2) da
quantidade bu2.

2° As quantidades envolvidas atendem a condi¢do de proporcionalidade, ou seja, que uma
variacdo multiplicativa em uma das quantidades (aul da magnitude M1 ou bu2 da magnitude
M?2) produz o mesmo efeito na outra quantidade. Portanto, as quantidades envolvidas sdo
proporcionais (Escolano, 2007, p. 53, tradug@o nossa).

Para Behr et al. (1983), uma fracdo pode ser, também, um quociente indicado; isto &, o

resultado de uma divisdo indicada em que podemos interpretar o simbolo % como uma forma
o e N g . A s 18 ,
de escrever a operacdo a =+ b. O resultado dessa divisdo é uma equivaléncia. Exemplos: 5 €

. 2, . . ,
equivalente a 6; = é equivalente a 0,4. Nesse contexto, esses autores afirmam que os nlimeros

racionais “[...] podem ser usados para definir equivaléncia, adi¢cdo, multiplicacdo e outras
propriedades de uma perspectiva puramente dedutiva; todos os algoritmos séo derivados de
equacOes através das propriedades do campo”, e ainda, que “esse nivel de sofisticagdo
geralmente requer estruturas intelectuais que ainda ndo estdo prontas em criancas até os 14 anos
porque relaciona numeros naturais a sistemas algebricos abstratos” (Behr et al., 1983, p. 95,
tradugéo nossa).

Portanto, para Behr et al. (1983), a interpretagdo da fracdo como quociente indicado
pode criar obstaculos didaticos, o que ocorre, segundo Escolano (2007), se considerado apenas
0 uso de divisBes exatas, pois 0s alunos podem acreditar que ndo existam outras fragdes alem
daquelas que resultam nesse tipo de divisdo. Por isso devem ser consideradas tarefas
contextualizadas, que possibilitem essa interpretacéo de fracbes como quociente indicado, ndo
usando apenas divisdes exatas, pois € a base para a construcdo de ideias algébricas abstratas.

Lamon (2012) admite cinco interpretacfes dos nimeros racionais: comparacdes parte-
todo com unitizacdo, medida, operador, quociente e razdo; as quais, segundo a autora, estao
muito interligadas. No entanto, para a mesma autora, nem todas as interpretacfes fornecem
acesso igual ao entendimento profundo do conceito de fracdo, e nenhuma interpretacdo é
perfeita isoladamente. Para a interpretacdo do operador, Lamon (2012, p. 191, traducdo nossa)

afirma que ¢ necessario pensar “nos nameros racionais como funcoes”.

Simplificando, a nog¢ao do operador de numeros racionais € sobre encolher e aumentar, contrair

e expandir, aumentar e reduzir, ou multiplicar e dividir. Operadores sdo transformadores que

e aumentam ou diminuem segmentos de linha;

e aumentam ou diminuem o nimero de itens em um conjunto de objetos discretos; ou

e pegam uma figura no plano geométrico, como um tridngulo ou retangulo, ¢ a mapeiam em
uma figura maior ou menor com a mesma forma (Lamon, 2012, p. 191, tradug@o nossa).
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Lamon (2012) descreve duas interpretacdes para a compreensao de quociente: a diviséo
partitiva e a divisdo por cota. Na divisdo partitiva, a ideia é de uma divisdo justa, igualitaria;
enquanto a divisdo por cota € de uma taxa.

Ela ainda compreende que “uma comparagdo parte-todo designa um namero de partes
iguais de uma unidade, do ntimero total de partes iguais em que a unidade ¢ dividida”, e a
unitizacdo esté intimamente relacionada ao conceito de fragdes equivalentes (Lamon, 2012, p.
145, traducdo nossa). Também, ressalta que o professor, ao ensinar fracdes, deve fazer uso de
unidades discretas e continuas de varios tipos, e que as unidades devem ser compostas por mais
de um objeto, além de instruir que ndo € possivel realizar comparacGes de fracfes cujas
unidades sejam diferentes.

Para a interpretacdo medida, a autora faz referéncias a pontos na reta numérica,
argumentando que esta ideia de indicar a posicdo da fracdo na reta numérica auxilia os
estudantes a construir a nogdo de densidade, de senso de ordem e magnitude dos numeros
racionais, além de aprimorar a acdo de medir na referida reta.

Esta interpretacdo de medida da autora difere daquela de Powell (2018a, 2019c), para
guem a medida é compreendida como uma relacdo de comparacdo multiplicativa entre
quantidades. Powell realiza estudos sobre aprendizagem de frages na perspectiva de medicéo
fazendo uso das barras Cuisenaire. Para esse autor, ao utilizar as barras Cuisenaire?, é possivel
progredir de fragBes ndo-simbdlicas para simbdlicas, além de oportunizar que os alunos
interajam com ‘“‘objetos ou quantidades visiveis e tangiveis, comensuraveis ¢ continuos”
(Powell, 20194, p. 9, traducéo nossa). Isto porque, diferentemente da perspectiva da particdo
(parte-todo), em que objetos discretos sdo contados, a perspectiva da medicdo permite a
comparacdo de quantidades continuas. Powell (2018b; 2019b) descreve o Modelo Instrucional
4A, “que consiste em quatro fases de implementacdo de uma abordagem pedagdgica, a
subordinacdo do ensino da matematica ao aprendizado dos alunos, utilizando barras de
Cuisenaire” (Powell, 2018b, p. 409-410, traducdo nossa). Esta “sequéncia consiste em uma
sucessdo coerente e flexivel de tarefas destinadas a capacitar os alunos a educar sua consciéncia
sobre as ideias de um tdpico matemadtico” (Powell, 2018b, p. 410, tradu¢do nossa),
possibilitando que os alunos desenvolvam uma linguagem da relacdo comparativa

multiplicativa entre pares de quantidades utilizando as barras Cuisenaire. Além do mais,

4 Powell (2019a; 2019c) explica que as barras Cuisenaire foram criadas pelo professor belga Emile Georges Cuisenaire (1891-
1975), que relacionou atributos, como cores e tamanhos. E um material manipulativo composto de paralelepipedos de
“quantidades mensuraveis de dez cores e comprimentos diferentes” (Powell, 2019¢, p. 703). As sequéncias de cores ¢
comprimentos do material fisico séo: branca (1 cm), vermelha (2 cm), verde-clara (3 cm), roxa (4 cm), amarela (5 cm), verde-
escura (6 cm), preta (7 cm), marrom (8 cm), azul (9 cm) e laranja (10 cm). Barras de mesma cor tém 0 mesmo comprimento.

12
HISTEMAT, SBHMat, v. 7, p. 1-20, 2021.



estudos de Powell (2018a; 2018b; 2019a; 2019b; 2019c) e Powell e Ali (2018) relatam que a
neurociéncia cognitiva reconhece correlatos neurais comuns de fragdes simbdlicas e nao-
simbdlicas.

Essa diversidade de interpretacdes citados pelos diferentes autores (Kieren, 1976, 1980;
Behr et al., 1983; Escolano, 2007; Lamon, 2012) remete a necessidade de trabalhar essas
variadas interpretacdes com os estudantes, de modo que se construa uma base solida para a
compreens&o das fragoes.

Quanto a concepcdo parte-todo, Kieren (1980) considera que estd intimamente ligada
as interpretacdes razdo, quociente e medida como discutimos acima; ja Behr et al. (1983)
consideram que ela é reconceituada a partir da interpretacdo medida do numero racional; e
Lamon (2012) discute essa interpretacdo como comparagdes com unitizacdo, que deve ser
estudada associada as fracdes equivalentes. Entretanto, apesar desses autores compreenderem
que a fracdo como parte-todo é fundamental para a compreensdo das demais interpretacdes,
Escolano & Gairin (2005), fundamentados na didatica da matematica de Brousseau (1983),
alertam que a introducdo ao ensino de fragdes como parte-todo € prejudicial para o ensino de
fracBes, porque causa diversos obstaculos didaticos. Isto porque, normalmente, o contetdo é
introduzido a partir de uma figura dividida em partes iguais, em que algumas dessas partes estao
sombreadas e, a partir disso, os alunos devem escrever a fracdo representada pela parte
sombreada. Assim, o ensino de fracdes inicia a partir de um exercicio baseado na dupla

contagem, utilizando os nimeros naturais, e desconsidera que

[...] contagem e medigdo sdo atividades de natureza diferente que exigem diferentes técnicas e
processos. Consequentemente, niimeros naturais € numeros racionais sdo representados por
sinais diferentes, os relacionamentos e operagdes entre eles também tém significados diferentes,
e os algoritmos de calculo usados nos dois campos numéricos também sdo diferentes (Escolano
& Gairin, 2005, p. 25, tradugdo nossa).

Portanto, a relacdo parte-todo ndo surge da necessidade de resolver um problema que
ndo tem solucdo no conjunto dos nimeros naturais, mas das necessidades educacionais. A
fracdo parte-todo € usada apenas para representar uma situagdo com simbolos, ndo sendo usada

para medir, comparar ou distribuir (Escolano, 2007).

A relagdo parte-todo aparece como consequéncia de um processo gradual de abandono do
significado da medida com objetos reais, que inicialmente se manifesta no fato de os autores dos
textos escolares optarem por evocar a medida (medida evocada) e, posteriormente, usar de
maneira encoberta a magnitude de superficie, e com a ajuda de graficos bidimensionais,
perguntar “que parte de uma regidio ¢ outra regido” (medicao aparente).

Consequentemente, trata-se de um recurso didatico que surge para evitar atividades de medicao
com objetos tangiveis, possivelmente porque os processos de medigdo em sala de aula geram
dificuldades, como gerenciamento de materiais, controle da diversidade de resultados obtidos,
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ou aparecimento de interferéncias no ensino do sistema métrico decimal (Escolano, 2007, p. 81,
grifos do autor, tradug@o nossa).

Lamon (2012) corrobora a critica de Escolano (2007) sobre o ensino de frag6es, focando
apenas na interpretacdo parte-todo, chamando a atencdo para a necessidade de promover
situacBes de ensino que ultrapassem a manipulagcdo de simbolos e permitam fazer conexdes

entre o significado da representacdo fracionaria em diferentes situacées. Isto porque

Ter uma compreensdo madura dos niimeros racionais implica muito mais do que ser capaz de
manipular simbolos. Significa ser capaz de fazer conexdes com muitas situagdes diferentes
modeladas por esses simbolos. As comparagdes parte-todo ndo sdo matematicamente ou
psicologicamente independentes de outros significados, mas ignorar essas outras ideias na
instrucdo deixa uma crianga com uma compreensao deficiente das proprias fragdes parte-todo, e
com uma base empobrecida do sistema de niimeros racionais, dos nimeros reais, dos numeros
complexos, e todas as ideias matematicas e cientificas superiores que se baseiam nesses sistemas
de numeros (Lamon, 2012, p. 32-33, traducao nossa).

Experiéncias de docéncia na Educagdo Basica levam a concordar com os problemas
salientados pela autora, os quais trazem dificuldades a compreensdo dos nimeros racionais
como campo diverso dos nimeros naturais, causados pelo ensino de fragdes apenas como parte-
todo baseado na dupla contagem utilizando nimeros naturais, como é discutido na secdo que

segue.

COMPREENSOES E REFLEXOES QUANTO AO ENSINO E CONSEQUENTE
APRENDIZAGEM DA RELACAO FRACOES X NUMEROS RACIONAIS

Os estudos e discussdes abordadas neste ensaio tedrico salientam a importancia da
compreensdo das multiplas interpretacdes e significados que as fracbes podem assumir, bem
como a articulacdo entre elas para que o conceito de fracdo seja realmente compreendido e se
possa minimizar o insucesso no ensino de fragdes.

Scheffer & Powell (2019) investigaram livros didaticos do 4° ano do Ensino
Fundamental contemplados no Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), e concluiram
que a interpretacdo parte-todo é predominante em todas as obras analisadas, que os exemplos
abordam a ideia de divisdo do inteiro em partes iguais e utilizam alimentos. Isso pode ser um
indicio sobre o insucesso do ensino de fracdes no Brasil e que preocupa a comunidade de
educadores e pesquisadores em Educacdo Matematica. Apesar disso, autores de livros didaticos
insistem em apresentar fracdes aos alunos trazendo pizzas e figuras divididas.

Essa introducdo do contetdo de fracGes a partir de um todo que € dividido em partes
iguais destoa da histéria da matematica, mesmo que, na pratica, dificilmente seja possivel

reparti-lo de forma exatamente igual, como sugerem exemplos comumente encontrados nos
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livros didaticos, como o da divisdo de uma pizza em tantas fatias do mesmo tamanho. Além
disso, as operacdes com fracdes sdo admitidas como regras a serem aplicadas sem associar a
adicdo ou subtracdo de fragdes com denominadores diferentes a equivaléncia de fragdes, por
exemplo, que é utilizada somente para simplificar o resultado final. Outro problema observado
nos livros didaticos é que as demais representacdes de nimeros racionais, como decimais e
porcentagens, sdo trabalhadas como conteludo a parte, desconectado das fragbes, como se
fossem contetidos diferentes.

Neste sentido, o entendimento de fracdes € fundamental para o desempenho matematico
do estudante durante toda sua vida escolar, além de ser essencial para a compreensdo de outros
conteudos e topicos importantes da Matematica, como Algebra, Funcdes e Equagdes. Assim,
as interpretaces das fracGes aplicam-se ndo somente aos nimeros racionais, mas a outros
campos da Matematica também, porque envolvem a compreensdo de que uma mesma
representacdo matematica possui mais de um significado. Isto requer que as fracbes ocupem
lugar de destaque no curriculo escolar do Ensino Fundamental e Médio.

Portanto, o estudo de fragGes pode ocasionar implicacbes para a compreensdo de
conteudos basilares da Matemaética, acarretando dificuldades na aprendizagem matematica em
toda a vida escolar do aluno, desencadeando problemas também ao ensino de Matematica, uma
vez que, sem compreender esses obstaculos didaticos, o professor ndo sabe como trabalhar com
o0 aluno para que supere essas dificuldades.

Por isso, Powell (2018a, p. 79) reconhece que “as pesquisas em Educagdo Matematica
ndo tém avancado a pratica do ensino de fracGes e operacdes com fraces para que 0s estudantes
possam construir ¢ apropriar o conhecimento com facilidade”. Este autor vai além, sendo
categodrico ao afirmar que a compreensdo e o entendimento de fragdes € um marco de justica
social. Citando Ritchie e Bates (2013), Powell (2018a) argumenta que 0s nimeros fracionarios
influenciam o futuro dos alunos quanto ao mercado de trabalho e renda familiar, tendo papel
fundamental na equidade social. O autor também comenta sobre o americano Bob Moses
(defensor dos direitos civis dos afrodescendentes nos anos 60 e fundador do Algebra Project)
e seus colegas (1989, 1994), que lutam pelo direito de grupos marginalizados e estudantes
afrodescendentes a terem acesso a Algebra. Como as fracdes sdo determinantes para o
aprendizado de Algebra, consideram esse conhecimento fundamental para a equidade social.

No Quadro 1, destacamos as interpretacfes mais comuns citadas pelos autores, as quais

exemplificamos.
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Quadro 1 — Interpretacdo X Ideias e Significados Relacionados

Interpretacdo Ideias e Significados Relacionados
Ideia de parte de um todo.
Sendo %em que a é a parte considerada e b é o todo. E necessério
Parte-todo compreender que a € parte de um mesmo todo.
Exemplo: um retangulo é dividido em 5 partes iguais e tomam-se 3 partes,
~ 3
temos a fracéo =
Ideia de particdo e quotizacdo.
Na particdo, o todo tem que ser repartido em partes iguais para um grupo
definido.
Exemplo: repartir 12 brigadeiros para 6 criangas. Quantos brigadeiros cada
Quociente crianga ira receber?
Na quotizacdo, o total de elementos ja estd definido, e o0 que precisamos
encontrar € o numero de grupos que podem ser feitos com o todo.
Exemplo: temos 12 brigadeiros e queremos distribuir 3 brigadeiros para
cada crianca. Quantas criancas irdo receber brigadeiros?
Ideia de razdo ou taxa.
A razéo € uma comparacao multiplicativa entre duas quantidades de mesma
grandeza.
Exemplo: em uma sala de aula de 20 meninas e 10 meninos, podemos
. ~ p . P . , 2
afirmar que a razdo do nimero de meninas para 0 numero de meninos é T
Razéo ou 2:1.
A taxa € uma extensdo do construto de razdo e € uma comparacao
multiplicativa entre duas quantidades de grandezas diferentes, em que a
segunda grandeza depende da primeira.
Exemplo: a velocidade que normalmente é expressa em quildémetro por
hora ou metro por segundo.
Ideia de encolher ou esticar, ou ainda, ampliar ou reduzir.
Esta associado a ideia de funcgdo f(x) = %x, com b # 0. Ao ser aplicada
em grandezas continuas, tem-se a nog¢do de encolher ou esticar, ou ainda,
Operador ampliar ou reduzir, e o todo é transformado.
2 , . ~ ,
Exemplo: Ao calcular < do namero 30, aplicamos uma reducdo do numero
5 -, . . . N
30. Se calcularmos > do namero 30, o efeito é de ampliacéo.
Ideia de medir como acgéo.
Medir exige comparacdo e ordenacdo. Para expressar essa magnitude, é
necessaria a representacao fracionéria, caso a medida ndo seja inteira; € a
Medida escolha de uma unidade de medida.

Exemplo: Medir o comprimento de uma folha de papel e expressar essa
medida com representacdo fracionaria, utilizando um l&pis como unidade
de medida.

Fonte: As autoras, 2020.
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Observamos, no Quadro 1, as diferentes ideias associadas as variadas interpretacdes e a
complexidade, necessidade e importancia de que sejam discutidas com os alunos no ensino de
fragdes. Assim, mais do que habilitar os alunos a operar com fragcoes, temos que ofertar a eles
situacdes com experiéncias variadas com as multiplas interpretacdes. Por isso, 0 ensino e a
aprendizagem de fracBes devem ser uma preocupacdo dos educadores matematicos. Kieren
(1976) ja defendia que a compreensdo dos numeros racionais era mais importante do que a
simples habilidade de operar com esse sistema numerico. Isto também fica claro quando esse
mesmo autor associa uma ou outra interpretacdo ao nimero real, a Algebra de equacdes, a
probabilidade e as estatisticas descritivas e inferenciais (Kieren, 1980).

Entdo, assim como Powell (2018a, 2019c), acredita-se que a introdugdo ao ensino de
fraces deve ser realizada com a interpretacdo das fracdes como medida, compreendida como
uma relacdo de comparacdo multiplicativa entre quantidades, porque:

e coincide com a génese histdrica das fragdes, que surgiu da necessidade de medir

quantidades continuas;

e amagnitude numeérica é considerada;

e hé& necessidade de determinar uma unidade de medida;

e hé& ruptura com a ideia e propriedades dos nimeros naturais, sendo necessario um
novo campo numérico dos numeros racionais, favorecendo a compreensdo dos
numeros fracionérios.

Considera-se que cada uma das interpretacdes de fracdo é importante, e todas devem ser
apresentadas e discutidos com os estudantes para construir, de maneira sélida, o conceito de
numeros racionais como campo diverso dos numeros naturais, pelos motivos ja apresentados.

Quanto a introducdo de fracdes, aponta-se que a perspectiva da medicdo € a mais
apropriada pelos motivos ja elencados. No entanto, é necessario discutir as diferentes
concepcOes das fragdes e suas devidas diferenciagdes e associagdes, sem serem ensinadas como
conteudos diversos como, por exemplo, a fragdo como quociente, que muitas vezes s € usada
na transformacdo da fracdo para nimeros decimais. Assim, a questdo estd em como e quando
cada interpretacdo deve ser ensinada, o que precisa levar em consideracéo para a apropriacao e
compreensdo dos alunos de que contar e medir sdo atividades associadas, porém distintas.

Para isso, sdo necessarios estudos empiricos que esclarecam quando e como ensinar
cada interpretacdo de fracdo, favorecendo sua compreensdo, diferenciagdo e associacdo aos

demais conteddos matematicos.
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