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RESUMO

Durante o final do século XX, o curriculo das Escolas Técnicas Federais (ETFs) ja estava notadamente diferente
daquele restrito as praticas profissionais, tendo assumido também uma funcdo preparatdria para 0 ingresso a
Universidade. Em vista dessa mudanga de curriculo, que afastava a institui¢do de seu propdsito profissionalizante,
pode-se observar um incdmodo entre diversos professores de matematica ativos durante o periodo. Nessa
situacdo, surgem os movimentos “Encontros Nacionais de Professores de Matematica das Escolas Técnicas
Federais” - ENCONAM, que possuiam o0 objetivo de discutir novos métodos para o ensino de matematica nas
ETFs. Como fruto desses encontros, 11 textos voltados para o ensino de matematica nessas instituicbes sdo
publicados, sendo um deles voltado para o contetido de limites e derivadas, tema atualmente restrito a alguns dos
cursos técnicos. Usando como base as teorias dos Trés Mundos da Matemdtica, Pensamento Matematico
Elementar (PME) e Pensamento Mateméatico Avancado (PMA), de David Tall, essa pesquisa analisa a
metodologia de ensino usada no fasciculo do ENCONAM. E possivel identificar uma apresentacéo intuitiva dos
conceitos iniciais de Calculo através de uma apresentacao corporea e simbolica, permitindo o estabelecimento de
uma bhase de conhecimento e uma transicéo entre o PME e 0o PMA.

Palavras-chave: Calculo Diferencial; ENCONAM; Educacéo Profissional.

ABSTRACT

During the late 20th century, the curriculum of Federal Technical Schools (ETFs) had already notably diverged
from solely professional practices, also assuming a preparatory role for university entrance. Due to this shift in
curriculum, which moved the institution away from its vocational purpose, there was noticeable unease among
several active mathematics teachers during that period. In response to this situation, the “National Meetings of
Mathematics Teachers from Federal Techincal Schools” - ENCONAM movement emerged, aiming to discuss
new methods for teaching mathematics in ETFs. As a result of these meetings, 11 texts focused on mathematics
education in these institutions were published, one of which addressed the topics of limits and derivatives,
currently restricted to some technical courses. Drawing on David Tall's theories of the Three Worlds of
Mathematics, Elementary Mathematical Thinking (EMT), and Advanced Mathematical Thinking (AMT), this
research analyzes the teaching methodology used in the ENCONAM publication. It identifies an intuitive
presentation of the foundational concepts of Calculus through both physical and symbolic approaches, thereby
facilitating the establishment of a knowledge base and a transition between EMT and AMT.
Keywords/Palabras clave: Differencial Calculus. ENCONAM. Professional education.
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INTRODUCAO

O Centro Federal de Educacdo Tecnoldgica de Minas Gerais (CEFET-MG) tem suas
origens na Escola de Aprendizes Artifices de Belo Horizonte, instituida em 23 de setembro de
1910, durante o governo de Nilo Pecanha, que, por sua vez, criou uma rede de escolas técnicas
pelo pais. Essas escolas tinham o objetivo de formar profissionais qualificados para atender as
demandas da industria e do comércio em expansdo no inicio do século XX. Ao longo do tempo,
a instituicdo passou por varias transformagdes e mudancas de nome, refletindo as diferentes
fases do desenvolvimento da educacao técnica no Brasil (Chamon e Nascimento, 2011).

Finalmente, em 1978, em um periodo de significativas transformacfes na economia
brasileira, marcadas pela industrializacdo e pela modernizacdo do pais, a instituicdo foi
transformada no Centro Federal de Educacdo Tecnoldgica de Minas Gerais (CEFET-MG),
acompanhando uma politica de valorizacao e de expansdo do ensino técnico e tecnolégico no
Brasil. Essas iniciativas visavam a capacitar a mao de obra para atender as crescentes
exigéncias do mercado, impulsionando a pesquisa e 0 desenvolvimento tecnoldgico e
estimulando a necessidade de aprimorar e de modernizar a educacdo técnica e profissional.

Nesse contexto de mudancas no ensino, surgem os Encontros Nacionais de Professores
de Matematica das Escolas Técnicas Federais (ENCONAM). Eles ocorreram entre 1980 e
1996, com o objetivo de discutir métodos de ensino, voltados para escolas profissionalizantes
que integrassem a Matematica com as areas técnicas das instituicbes. Uma das a¢bes do grupo
foi a producdo e a publicacdo de onze fasciculos, abordando contetdos de Matematica do
ensinomédio, e contextualizando-os por meio de aplica¢bes voltadas para as disciplinas
técnicas oferecidas pelas instituicdes. Um deles é o fasciculo Limites e Derivadas, foco deste
artigo, que foi coordenado pelo professor do CEFET-MG, Jodo Bosco Laudares, em
colaboracdocom outros professores desta instituicdo em parceria com docentes de Goias,
CEFET-GO. Maciel e Sa (2020) analisaram esses fasciculos e concluiram que, apesar dos
esforcos para conectar teoria e pratica, ainda persistem fragilidades na abordagem
interdisciplinar dosmateriais. O estudo indica que os fasciculos ndo abrangem as areas técnicas
correlatas, revelando um desafio constante para os professores da Educacgdo Profissional.
Fonseca et al. (2024) se restringem em analisar as indeterminacdes deste fasciculo e concluem
que osautores se baseiam no mundo corporeo simbolico para esse contetdo.

A discusséo sobre o desafio do ensino de Limites e Derivadas no ensino secundario
ndo é nova e é extensamente discutida na literatura. Segundo Tobies (2019), 0 matematico

alemé&o Felix Klein advoga por uma abordagem matematica centrada no estudo das funcoes,
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considerando o Calculo como uma etapa final do desenvolvimento curricular do ensino
secundario. Nesse mesmo sentido, Tall (1995) defende que, além de o conceito de funcdo ser
central na matematica contemporanea, ele leva o estudante a um conceito mais avancado, o de
limite, sugerindo que tais ideias deveriam ser introduzidas de maneira ndo formal na Educacéo
Basica.

Nesse sentido, Tall elabora uma teoria sobre a natureza do conhecimento matematico
e como esse conhecimento evolui ao longo do tempo em individuos em trés mundos: o
Conceitual Corporeo, o Operacional Simbdlico e o Axiomatico Formal. Ele, entdo, denomina
sua teoria de Trés Mundos da Matematica. Nossa pesquisa se desenvolve na perspectiva do
autor e procura responder a seguinte questdo de investigacao: a partir dos Trés Mundos da
Matematica, quais sdo as abordagens metodologicas para o conceito de limites e derivadas,
apresentadas no fasciculo da ENCONAM publicado em 19917

E importante salientar que a teoria dos Trés Mundos da Matemética (Tall, 1995, 2013,
2020) emergiu em nosso trabalho a partir da leitura dos trabalhos de Silva (2023, 2023a). A
autora analisa, a partir dessa teoria, 0 ensino de limites (Silva, 2023) e de derivadas (Silva,
2023a) em livros didaticos do Ensino Médio entre as décadas de 1940 e 1970.

O objetivo central desta pesquisa é analisar a forma como o contetudo do livro é
apresentado, buscando compreender como o0s conceitos de limites e derivadas sdo abordados
equal sua aplicabilidade para a comunidade técnica para a qual foi elaborado. Para alcancar
esse proposito, serdo utilizadas ferramentas tedricas propostas por David Tall (2013), como a
Teoria dos Trés Mundos da Matematica e as teorias do Pensamento Matematico Elementar e
Avangado. O fasciculo analisado pertence ao acervo pessoal de um dos autores deste artigo e

foi adquirido por doacdo de uma professora aposentada da instituicéo.

1. REFERENCIAL TEORICO

Esse trabalho realiza uma analise historiografica qualitativa de cunho documental na
perspectiva de Gil (2002, p. 45) segundo o qual esse tipo de pesquisa “vale-se de materiais
que nédo recebem ainda um tratamento analitico, ou que ainda podem ser reelaborados de acordo
com os objetos da pesquisa”. O documento principal deste trabalho ¢ o fasciculo de 1991 que
ainda ndo foi analisado pela literatura e a lente de analise utilizada € a teoria dosTrés Mundos
da Matemética (Tall, 2013, 2020).

A Teoria dos Trés Mundos da Matematica, proposta por Tall (2013), visa a explorar

4
HISTEMAT, SBHMat, v. 10, p. 1-18, 2024.



uma classificagdo das distintas formas pelas quais podemos exercer e conceber 0 pensamento
matematico, delineando, assim, trés mundos distintos, que se articulam entre si, denominando-
os de mundo Conceitual Corpéreo, de mundo Operacional Simbolico e demundo Axiomatico
Formal (Fig. 1).

Figura 01 - Representacéo visual das transformages entre os trés mundos matematicos.

: (i = 5 3\
A Matematica Axiomatico Formal
Formal Definigdo Conjunto Teérica —y» Prova Matematica
[ —— > - -
Corpéreo . Simbélico
Combinando|
Mateméti Formal Corpéreo Formal
atematica i
Jo Prova Euclidiana Simbélico » Pro.va Algebrica "
Teérica utilizando 'Klngnl; da aritmética’
- & Formal gebra A - o
Espaco & Forma Corpéreo Artimética
Simbélico generalizada

Matematica fercepgad » Artimética
Pratica y‘;{/ Namero )y

L ) SIMBOLICO

CORPOREO (Utilizando Procedimentos)
Fonte: Tall (2013, p. 19, traducdo propria)

De modo a esclarecer sua teoria, Tall (2013, p. 133, traducéo nossa) define cada um dos

trés mundos como sendo:

Um mundo (conceitual) corpéreo, baseado nas percepcdes e nas a¢des humanas, desenvolvendo
imagens mentais que sdo verbalizadas de maneiras cada vez mais sofisticadas para se tornarem
entidades mentais perfeitas em nossa imaginacao;

Um mundo (operacional) simbdlico que se desenvolve a partir de agdes humanas, incorporadas
em procedimentos simbdlicos de calculo e de manipulagdo, que podem ser comprimidos em
proceitos para permitir um pensamento operacional flexivel;

Um mundo de (axiomatico) formal, construindo conhecimento formal em sistemas axiomaticos
especificados por defini¢des em teoria dos conjuntos, cujas propriedades sdo deduzidas por
provas matematicas.

Nesse sentido, para Tall (2013), no mundo conceitual corpéreo, encontram-se
representacdes mentais, visuais e fisicas relacionadas aos conceitos matematicos, além do
mais, é abrangida a ideia de espaco e forma. O mundo operacional simbolico, em
contrapartida, consiste na utilizagdo de simbolos e notagdes, sejam estas referentes a
aritmética, ao calculo ou a algebra, sendo nesse mundo introduzida a no¢ao de numeros. Por
sua vez, o mundo axiomatico formal consiste em teorias, formulas e demonstracfes
matematicas a partir de definicdes com base em objetos conhecidos para alcancar conceitos

formais fundamentados por definicdes e axiomas. E relevante observar que esses mundos néo
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existem de maneira isolada e, pelo contrério, compartilham intersecGes entre si, indicando uma
interconexdo complexa no panorama do pensamento matematico.

Aprofundando sua teoria dos trés mundos, Tall (2020) também classifica os limites de
funces reais em trés categorias principais, o limite pratico, o limite tedrico e o limite formal.

De acordo com o pesquisador:

O limite préatico é o resultado de uma aproximacédo calculada numericamente, simbolicamente
ou visualmente. E um objeto que surge como uma aproximagdo proxima. Visualmente, o
objeto limite incorporado pode geralmente ser visto. [...] E uma incorporacdo visual pratica
em que a sequéncia de aproximacdes praticas se estabiliza no objeto limite. D& um significado
humano que pode se desenvolver em interpretacfes mais sofisticadas. O limite tedrico é o objeto
que surge do processo (infinito) de estabilizacdo. E o objeto que o processo de aproximacio
busca atingir 'tanto quanto necessério'. O limite formal, em todos os casos, é definido em termos
das definicdes e provas quantificadas como epsilon-delta ou epsilon-N (Tall, 2020, p. 15,
traducdo propria).

De modo a aprofundar nossa compreensdo na teoria dos Trés Mundos na Matematica e
as classificacbes dos limites, também iremos considerar 0s conceitos de Pensamento
Matematico Elementar (PME) e o Pensamento Matematico Avancado (PMA), definidos por
Tall (1995). Embora Torrente e Reis (2023) salientam ndo existir uma concepg¢do univoca
desses conceitos, ateremos aos trabalhos de Tall (1995, 2013), que caracteriza as duas categorias
essenciais.

De acordo com Tall (1995), o PME se mostra uma categoria fundamental no decorrer
do estudo da abordagem da matematica. Nesse modo de pensar, a generalizacdo se apresenta
como ferramenta essencial para conceber novas ideias. Isso se da devido ao desenvolvimento
de conceitos iniciais de forma a se construir uma base robusta para se permitir uma eventual
assimilacéo e aplicacdo de conhecimentos matematicos mais avancados.

Por outro lado, o pesquisador propde que o PMA ndo precisa seguir a mesma logica
para a criacdo de ideias matematicas. Isso é explicado pela forma como o aluno passa a
relacionar ideias inicialmente desconexas. Desse modo, Tall defende que é nessa etapa que se
desenvolve um pensamento abstrato e analitico acerca de novas concepgfes. Devido a
importancia dessas teorias para se discutir o desenvolvimento do conhecimento matematico dos
estudantes, elas serdo nossa lente tedrica para analisar as mobilizacGes entre os diferentes

mundos anteriormente apresentados.

2. DESENVOLVIMENTO

O fasciculo de Limites e Derivadas, analisado neste trabalho, foi publicado em 1991 e
produzido por cinco autores de dois CEFETS, os professores Silvimar Fabio Ferreira e Jodo
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Bosco Laudares, de Minas Gerais; Luiz de Gonzaga Vieira, Pedro César Rocha Coimbra e
Valdemar Pereira Lopes, de Goias. Além deles, nove colaboradores auxiliaram na revisao do
texto, os professores Adilson Lopes de Oliveira, Aquiles Leite Nascimento, Adélio Candido
Pimenta, Antdnio Luiz Pereira Lauriano, Arnaldo Stochiero, Edina Santiago Garceés,

Francisco Charles T. de Vasconcelos, Paulo Agostinho Alessio e Shigueki Hara.

Figura 02 - Capa do fasciculo Limites e Derivadas

FARA BACULRS TECNIGAS MOUSTARMIS
1 CANTROS DF SURCACAD TECNOLOGKA

3 b
Fonte: Ferreira et al. (1991)

Iniciando-se uma leitura do texto, pode-se ver que o fasciculo esta dividido em 17
capitulos, dos quais sete sdo dedicados ao estudo completo de limites e continuidade de
funces reais, enquanto os dez restantes apresentam derivadas e suas aplicagdes. Os autores
organizam o contetdo de limites nos seguintes capitulos: Limites de uma Funcdo, Célculo de
Limites Laterais, Limites no Infinito, Limites Infinitos, Assintotas Horizontais e Verticais,
Limites Notaveis e Funcbes Continuas. J& o conteido de derivadas é estruturado nos capitulos:
Derivadas, Propriedades de Derivadas, Derivada de uma Fun¢do Composta - Regra da Cadeia,
Taxas de Variacdo Relacionadas, Derivacao Implicita, Derivadas das Funcfes Logaritmicas e
Exponenciais, Derivadas das Fun¢des Trigonométricas Inversas, Derivadas Sucessivas,
Maximos e Minimos, e AplicacBes Praticas dos Maximos e Minimos. Essa organizacéo busca
proporcionar uma abordagem completa e integrada desses conhecimentos.

Os autores também buscam apresentar esses conteudos de acordo com a metodologia
estabelecida no prefacio, a qual € direcionada ao ensino profissionalizante. Essa proposta visa
a reduzir a memorizacdo superficial e aumentar o raciocinio alinhado a interpretacdes gréficas
de fungdes, visando, assim, a promover novas solucdes geométricas para problemas. O fasciculo

também enfatiza o estudo de areas da geometria e a aplicagdo dos conceitos matematicos
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abordados em conteudos da fisica e em disciplinas especificas dos cursos técnicos.

E importante notar que, no decorrer desta investigacio, embora um capitulo especifico
seja usado como base para nossa analise, as reflexdes apresentadas ao longo deste trabalho
procuram abranger toda a amplitude dos conteudos do fasciculo, ndo se limitando a uma Unica
parte. Assim, buscamos garantir que esta abordagem adotada proporcione uma compreensdo
abrangente dos temas, assegurando que os resultados e as conclusdes abarquem de maneira
concisa e completa todo o material estudado.

A respeito do método de ensino dos conteudos apresentados pelos autores, é notavel a
preferéncia por um primeiro contato intuitivo, aderindo a proposta metodoldgica principal
apresentada anteriormente. Alinhando-se a tal abordagem, observamos que 0S primeiros
contatos com 0s conceitos sdo frequentemente explorados por meio de tabelas e de
representacdes graficas. Como no exemplo seguinte (Fig. 3) que, por meio de uma tabela
organizada a partir da funcdo afim f(x)=2x+1 e sua varidvel real x, é esbocada uma primeira

aproximacao ao limite da funcéo.

Figura 03 - Exemplo de tabela escolhido pelos autores
Exemplo:

Seja a fungdo f definida por f(x) = 2x + 1 e calculemos lim7 f(x).
X2

Consideremos valores de x proximos de 2, porém menores que 2, e calcule-
mos os correspondentes valores da fungdo:

X 1,5 1,7 1,9 1,95 1,99 1,999 -+2
f(x) < 4,4 4,8 49 4,98 4998 -+5

O valor de x estd se aproximando de 2 através de valores menores que 2,

enquanto o valor de f(x) se aproxima de 5.
Simbolicamente exprimimos este fato escrevendo

Fonte: Ferreira et al. (1991, p. 9)

Conforme pode ser observado na Figura 3, 0s autores optaram por iniciar a abordagem
das nocGes de limites apoiada por uma tabela, progredindo visualmente na construcdo do
conceito de limite e, assim, apoiando a representacdo simbolica j& apresentada. Em seguida,
para concluir a analise, uma representacdo grafica é introduzida, seguida pela generalizacao e
pela apresentacdo do conceito que os autores visavam a abordar, desta vez, porém, mais

formalizado(Fig. 4).

Figura 04 - Representacdo grafica do limite exposto
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im0 = ®

Consideremos, agora, valores de x proximos de 2, porém maiores que 2

X 2,5 21 2,01 2,001 2,0001 -»
f(x) 6 52 5,02 5,002 5,0002 -
. X estd se aproximando de 2 pela direita
. f(x) estd sc aproximando de 5.

Simbolicamente exprimimos este fato escrevendo

)l(i_r:lz+ f(x)=35

De ®e @ temos que’l‘ullz_f(x) =)|(i:_112+f(x) =5

e, escrevemos entao
lim f(x)=5 ou lim (X +1)=35
x-2 x-2

Analisando graficamente o que foi exposto, temos:

Vemos que a medida que o valor de x
se aproxima de 2, seja pela direita, seja
pela esquerda de 2, f(x) se aproxima
de 5.

(01) :

1 .
(- 1’-0) a¥is
{+] 2 x

Generalizamos tal fato, escrevendo que
lim f(x)=N < lim f(x)=lim f(x)=N
xX—a X—*a x—*a+

Fonte: Ferreira et al. (1991, p. 10)

A ordem pela qual o contelido é apresentado ao leitor expressa que a exemplificacdo
do tema parte de uma nogéo intuitiva, evoluindo progressivamente em dire¢do a uma definicao
de viés operacional simbélico. A escolha de nédo realizar uma formalizacéo, duranteo primeiro
contato com o conceito, repercute com o processo de mobilizacdo do pensamento matematico
do nivel elementar (PME) ao avancado (PMA), conforme proposto por Tall(1995, 2013).
Assim, essa abordagem permite que os estudantes assimilem os conteddos de modo analitico
e aprofundado, buscando progredir de uma simples memorizacdo para o iniciodo dominio
abstrato dos conceitos e a compreensdo dos processos subjacentes a axiomas gerais.

Conforme o pensamento matematico se torna mais sofisticado, ha uma transicdo de
operacgdes em tempo real para a concepcdo de objetos mentais que podem ser manipulados
simbolicamente (Tall, 2013). Isso é fundamental para lidar com a complexidade crescente do
simbolismo ao longo do desenvolvimento matematico, o que é proporcionado aos estudantes
no decorrer da leitura e também reforcado nos exercicios propostos pelos autores.

Alinhando-se, também, a teoria de Tall (2020) sobre o pensamento matematico a longo

9
HISTEMAT, SBHMat, v. 10, p. 1-18, 2024.



prazo relacionado ao calculo, os autores do fasciculo apresentam, no inicio, uma nocdo de
limites que Tall define como pratico. Isto é, com aproximac@es calculadas numericamente,
simbolicamente ou visualmente. No decorrer do texto, busca-se aproximar o estudante do
limite tedrico, um objeto cujo processo de aproximacdo tende infinitamente. Finalmente,
busca-se aproximar e introduzir ao leitor o limite formal, mesmo que, no texto, os autores ndo
abordem a formalizacdo do limite por epsilon-delta.

Em relacdo as imagens e as representaces graficas, apresentadas no processo de
exemplificacdo e nos primeiros contatos com o contetdo, Tall (2013) as situa no cruzamento
dos mundos conceitual corporeo e operacional simbolico. Por meio dessa interse¢do, osautores
do fasciculo combinam caracteristicas de ambos os dominios e enriquecem tanto 0 escopo
quanto a forma do contetdo apresentado. Desse modo, ao trafegar por essas intersecdes, 0s
autores propdem, ao estudante, novos meios de olhar para 0 mesmo cenario matematico,
mesclando diferentes abordagens e solidificando, implicitamente, um modo de pensar
avancado que reconhece a pluralidade das concep¢des matematicas.

Outro exemplo que ilustra como o0s autores apresentam novos conteudos esta na
introducdo dos limites infinitos. Novamente, propondo funcdes e utilizando-as como
exemplos, ele capacita os leitores a conceituar, por meio de representacGes corporeas e
simbdlicas, preparando-os para, futuramente, apresentar uma definicdo que se aproxima da

axiomatica formal, ainda nessa mesma secdo (Fig. 5).
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Figura 05 - Introducdo aos limites infinitos
4. LIMITES INFINITOS

41 INTRODUCAO

Consideremos as seguintes fungdes para conceituarmos os limites infinitos:

) fx)= —2 16 ¥ 3
a X)) = mm—m——— OO UxX0 =
(1-x) b

¢ mostrado

Se¢ contiderarmos o3 valores de x
s¢ aproximando cada vez mais de
1, através de valoses maiores que
1, obtemos os valores fx) inds-

cados na tabela
3 -2+~
x 2 3 4 2 3 3 $
= ol S - S
2 ] 32
fix)| = - 1 = 8 32 SO
9 2 9

Observamos que quando o valor de x se aproxima cads vez mais de |,
pela direita, o valor fi{x) cresce ilimitadamente. Simbolicamente, escre
vemos

Bm  f(x)= +>= ou Iim -
L S R x=1*{1-x)*

0 que significa, que podemons tornar f(x) tho grande quanto desejarmon,

bastando para to, tomarmos valores de x suficientemente priximos de
I, malores que |

Fonte: Ferreira etal. (1991, p. 32)

Tall (2020) também discute 0 meio pelo qual estudamos com o objetivo de
compreender a matematica a longo prazo, trazendo andlises sobre o cérebro humano e
alinhando-se a uma area bioldgica do processo de aprendizagem. As estratégias tracadas nessa
teoria tangenciam algumas das abordagens metodoldgicas utilizadas pelos autores, tais como
a construcdo do conceito de limites em seus diferentes niveis (tedrico, formal, pratico), o uso
de representacfes dindmicas visuais no processo de fixacdo do célculo e a mobilizacdo do
PME para o PMA por meio de exercicios.

Retomando uma viséo global sobre o contetdo, podemos observar que a metodologia
empregada ao longo do contetdo de limites estabelece bases e fundamentos so6lidos para os
capitulos de derivadas subsequentes. Conforme ilustrado na imagem abaixo (Fig. 6), ha uma
continuidade da predominancia do uso de representagdes visuais, graficas e simbdlicas. No

entanto, diferente da abordagem inicial sobre limites, ha uma complexidade matematica maior
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nos capitulos sobre derivadas, assumindo que o leitor j& tenha conhecimento sobre
ferramentas previamente apresentadas. Tal grau de complexidade reflete também em novas
mobilizacbes entre 0os mundos, predominantemente, naquelas em direcdo ao mundo
axiomatico, uma vez que, em pouco tempo, os autores ja introduzem defini¢cbes formais do
conteudo de derivadas.

Figura 06 - Introducdo a derivadas
22  CONCUITUACAOD

Situagfo problema seps Sedo um mbvel cuge equaglo hockas # 5 = Nt* - 4,
¢ dneyamon determenar wes veloclade no mtaate t - N

Vogamon » concntugio de demvads ¢ 2 posuiidade de, sravhy o B>
i presentarmon ama sobug §o pars 8 St S0 problems

Dada » fonglo y » flx), oo valors & vandvel y dependem dox valors &
varsivel & Desta forma, strbuindo sm valor pams &, estacemos Setemminando sm
vailor pars y Nestas coveasthocian, dando & & am acsbscind 85, © mesmo amety
vh s acobsiimo Sy, om y, que deponde & caprondo da fanglo, v i,

yofn) = yolywfnoln)= ysfinein)y
Ay = fix » &n) =~ Tix)

Podemon entbo caboular » razdo Oy Oa, &tnomusads r2fo csemestal ¢
obtemen 3 tex s mbdis de variag o de y om relacio 8 x 80 intemvale [x. x « &a)

A

(r *S») 4

y

fin).

Caknlinde o Dmite dets razfo coementyl quando Ax tende & 2o,
ohtemen & tens mrtantines & waciaclo & y om relagio ) 1, 80 pomto (x, e D)
Este lamite, quando ounte & chamado destvads & y o elag B0 2 1, Qoo denetamos
por y ou M) Em simbolos,

= & fix » &a)- i)
R e &

——— ———

Que ¢ 3 formuls prodd de dervngla

8211  Netho

Pacs dewigrar & fenglo derivada da fenglo y = f{x) em relagSo b sua varih-
dm.:.om-u-bd“y'.f(x).%.z.o.l D,y

Fonte: Ferreira etal. (1991, p. 57)
Na introducdo de derivadas, pode-se notar uma preocupacao dos autores com uma breve

apresentacdo da historiografia da area, discutindo rapidamente o contexto de surgimento do
Calculo Diferencial e Integral (CDI). Também é notavel que, neste primeiro contato, os autores
trazem exemplos de aplicagdes, buscando situar o leitor sobre como o contetdo abordado
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tangencia as matérias técnicas. Em funcdo disso, sdo apresentados exemplos como o do
gradiente de uma estrada (Ferreira et al., 1991, p. 56), que relaciona a razdo composta pela
variagdo da medida da cota, no exemplo representado pelo eixo das ordenadas, em relacéo a
variacdo da distancia, representado pelo eixo das abscissas. Nesse exemplo, por meio de
representacdes corporeas, como apresentado por Tall (2013), os autoresrelacionam o gradiente
de uma estrada diretamente a derivada da cota em relagéo ao eixo das abscissas.

Prosseguindo com a ideia de um processo continuo de compreensdo dos conceitos, vale
considerar a forma com que € feito o desenvolvimento dos exercicios e dos problemas propostos
no decorrer do livro. Para praticar o uso de limites e derivadas, os autores desenvolvem uma
série de desafios para o leitor, nos quais as abordagens apresentadas podemser colocadas a
prova. Complementando essa préatica, muitas vezes, apds a proposta deexercicio, a solugdo é
apresentada pelos autores (Fig. 07). Com isso, 0 estudante pode praticaro método de resolucao

e resolver suas duvidas com os exemplos dos autores.

Figura 07 - Exercicio com resolugdo

3) Dada 3 fungdo [ definida por

[4-:’ e x<]
fix) =12 e x =1
[2ex7se x>1,

esboce 0 grifico de e calcule os Emiles

a) lim fix) ; b) lim f(x) . ) lim f(x)
x=1" x-=1* x|
y ! Solugfo:
a O grifico de f ¢ mostrado na figura 30 lado,
Os Emites pedidos sfo calculados da forma
- Que se segue:
o 3) im f(x) =lim (4-x%)=3, uma vez
: bl x=1-
i quex <.
A: b) ! = > ) =
-+ " ~ );_r‘nl‘f(x) ’l‘u_r.nl.(- +x%) =3, uma vez
quex > |

¢) lim fx) =3, pois lim fx)=lim f(x)=3
x=1 x=1- x=|*

Fonte: Ferreiraetal. (1991, pp. 12)

Analisando os exercicios propostos no decorrer da obra, também vale notar que eles se
apresentam de diversas maneiras. Muitos exercicios assumem um carater de fixacdo, por meio
de uma repeticdo de exercicios, muitas vezes em formato de lista de problemas (Fig.08).
A partir disso, pode-se notar uma adequacao quanto a ideia de Tall (2013) de que a mobilizagdo

de conhecimentos matematicos nos Trés Mundos da Matematica deve ser reforcada por meio
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da memorizagé&o e da repetigéo.

Figura 08 - Exercicio escolhido pelos autores

E.l Com auxilio do grifico, mostre que:
. | |

a) i ~1)=1 b)lim(x?=4)=-3 ¢)lim(x+=)==
‘ x"l‘I(x ‘ x=1 x-0 2" &
d) limsenx = | ¢) limx? =1 N limcosx = |

x=T x-l x=+0

2

g) lim [logyx] = | h) lim 2x =2 i) lun[loglx]=0

X2 x-+1 x-l 3

Fonte: Ferreira etal. (1991, p. 13)

No entanto, 0s exercicios propostos pelos autores ndo se limitam apenas a listas de
repeticdo, nas quais a aplicacdo do mesmo principio para encontrar a solu¢do em todos 0s
casos € incentivada. Em vez disso, também sdo inclusas atividades que desenvolvem o
ferramental da parte pratica, tangenciando &reas como fisica, eletrdnica e outras disciplinas

dos cursos técnicos das institui¢cdes para as quais o fasciculo foi planejado (Fig. 9).
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Figura 09 - Exercicio pratico
Problema da Panela

Desejase fabricar uma panela de aluminio, clindrica, por meio de uma
foa mettlica de superficie S. Caloular a relag#o que deve existir entre a altura Hee
o o R para que 0 volume sja miximo. Supbese nio haver perda alguma de
metal, que sua espessira permanece constante e que ndo hi tampa.

J —

AL

E peeciso anular 2 derivada do volume, este ¢ V = rR*H, mas R ¢ H sendo
duxs variivels, & secessisio expressar o volume em fungdo de uma sb varidvel. Ora,
asuperficie 1o1al € § = #R* + 29RH, donde

He= §- !
IR
Levandose em V
?
V-iR'(s—'i)-R(s-vR')
1R P
)
veBS. R W
S
doede

S MR "0
2 2

Do que sesults § = JeR' ¢ R = 35
"

Mas, S =R+ 2eRH

Logo, *R* « 20RH = JaR?
2R = 20RH SlR=H

v o 2R = 3R <0, tratase de um MAXIMO de volume,
2

Fonte: Ferreira etal. (1991, pp. 120-121)

Por meio dessa abordagem, pode-se notar uma preocupagéo dos autores em relacionar
0s conceitos que estdo sendo estudados a aplicacGes praticas desses mesmos conceitos. Tal
preocupacdo reflete uma intersecgdo entre os mundos corpéreo e simbolico. Essa interacéo se
alinha com Tall (2013) que enfatiza a importancia da conexdo entre diferentes representacdes
matematicas. Ao integrar problemas praticos e contextos reais nos exercicios propostos, 0s
autores promovem uma compreensao mais aplicada dos conceitos matematicos, contribuindo
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positivamente para a mobilizacdo do PME para o PMA. Esses exercicios estdo presentes em
ambos os contetdos de limites e derivadas do fasciculo, sendo mais frequentes na secédo de

derivadas.

CONSIDERACOES FINAIS

Tomando como base as perspectivas de Tall (1995, 2013) a respeito dos Trés Mundos
da Matematica e do Pensamento Matematico Elementar e Avancado, é possivel tracar uma
analise a respeito da metodologia de ensino abordada no fasciculo produzido pelo
ENCONAM. Uma exploracdo dos capitulos introdutorios dos conceitos de Limite e Derivada
permite que se encontre um método comum para a apresentacdo e para o desenvolvimento
desses conteudos. Em ambos 0s casos, 0s autores trazem uma apresentacdo intuitiva,
demonstrando os conceitos por meio de elementos como graficos e tabelas. Apds uma
introducdo corporea, éusada uma abordagem simbdlica para desenvolver o tema e se alcancar
um formalismo. No entanto, vale notar que o formalismo assume um papel secundario para a
construcao do entendimento de limite e derivada, com a abordagem assumindo, em primeiro
plano, um caréater corpéreo simbolico.

Também vale notar que os exercicios propostos pelos autores colaboram para essa
metodologia de ensino. Isso se da devido a forma com que eles sdo estruturados, exigindo
uma conceitualizacdo gréafica do problema para, entdo, buscar-se um resultado. Em conjunto a
isso, as listas de problemas assumem um papel de repeticdo, exigindo que o estudante-leitor
trabalhe os conceitos por meio dessa estratégia intuitiva.

Podemos observar gque, apos a analise do fasciculo a partir das teorias de Tall (1995,
2013, 2020), hd uma notéavel presenca de representacdes visuais dindmicas pertencentes a uma
interligacdo entre os mundos corpéreo e simbolico, principalmente nos primeiros contatos
com 0s conteudos. Essas representacdes, alem de se alinharem a proposta inicialmente
estabelecida no prefacio, buscam atingir um maior potencial axiomatico, visando a diminuir a
memorizagdo e aumentar o potencial indutivo e analitico. Também podemos ver que, pela
estrutura do texto analisado, h& potencial para a mobilizacdo do PME para o PMA no
estudante-leitor, o que é embasado, ndo apenas pelos textos que apresentam os conteddos, mas
também pelos exercicios no final das se¢des e dos capitulos.

Os autores cumprem, de maneira geral, o que foi estabelecido na proposta
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metodoldgica no que toca ao meio pelo qual o contetido foi passado, isto €, uma apresentagdo
de conceitos voltada ao ensino profissionalizante. Entretanto, ainda ha espacgo para discussfes

acerca da efetividade dos exercicios que buscavam alinhar aplica¢des préaticas e técnicas.
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