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RESUMO

Neste trabalho, teve-se como objetivo analisar, sob uma perspectiva historica, a concepgdo de calculo diferencial
apresentada no livro Cdlculo diferencial e integral, de Piskunov. Para tanto, fez-se uso de uma literatura vigente
e da compreensdo da obra tanto como objeto fisico quanto como documento histérico (Choppin, 2004). Publicado
para atender as demandas do estudante de engenharia, o livro foi bibliografia basica em diversos cursos de
matematica, inclusive na formacdo de professores de matematica, como na Licenciatura Plena em Ciéncias da
Universidade Estadual de Feira de Santana. Assim, por meio dos debates teoéricos, metodoldgicos e
epistemologicos do campo da historia, interpretou-se que Piskunov adotou uma concepg¢io moderna de limite, em
sintonia com as contribui¢des teodricas disponiveis a época, mas ajustada ao seu publico-alvo e ao seu ambiente
educacional técnico. Isso traz indicios de que, ao menos naquele periodo, entre as décadas de 1960 e 1990, a
perspectiva dos cursos de licenciaturas estava mais voltada para o proprio campo disciplinar da matematica.

Palavras-chave: Piskunov. Calculo diferencial e integral. Livro didatico. Matematica moderna. Licenciatura em
Matematica.

ABSTRACT

This study aimed to analyze, from a historical perspective, the conception of differential calculus presented in
Piskunov’s textbook Differential and Integral Calculus. To this end, we drew on contemporary literature, along
with an understanding of the work as both a physical object and a historical document (Choppin, 2004). Published
to meet the demands of engineering students, the book served as core reference in various mathematics courses,
including in mathematics teacher training, such as the full teacher training degree in Sciences at the Universidade
Estadual de Feira de Santana. Thus, through theoretical, methodological, and epistemological debates within the
field of history, it was interpreted that Piskunov adopted a modern conception of limits, in line with the theoretical
contributions available at the time but adapted to his target audience and the technical educational environment.
This suggests that, at least during that period (from the 1960s to the 1990s), the perspective of these teacher training
programs was primarily focused on the mathematical disciplinary field itself.

Keywords: Piskunov. Differential and Integral Calculus. Textbook. Modern Mathematics. Mathematics Teaching
Degree.
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INTRODUCAO

Este trabalho de iniciagdo cientifica teve® como objetivo analisar, sob uma perspectiva
historica, a concepg¢ao de calculo diferencial apresentada no livro Cdlculo Diferencial e
Integral, de Piskunov. Essa investigacdao foi realizada no ambito do projeto de pesquisa O
Cdlculo Diferencial e Integral: uma andlise das tentativas de sua escolarizagdo®, que visa *[...]
analisar debates que intentaram incluir o Célculo Diferencial e Integral como contetido escolar
a partir da Reforma Benjamin Constant’ até os dias atuais” (Lima et al., 2021, p.1).

Esta pesquisa se insere em uma histdria cultural, que, segundo Barros (2005, p.1) ,“[...]
¢ aquele campo do saber historiografico atravessado pela nogao de ‘cultura’”, em que o autor
salienta que a comunicagao, tanto oral quanto escrita, constroi a cultura. Nesse campo, ha uma
preocupacao em problematizar os conflitos sociais, em dar voz ao individuo e as peculiaridades
da formagdo de uma classe social, ou seja, em valorizar também aquilo que escapava ao comum
(Vainfas, 1997). Assim, na histéria cultural, ganha relevancia, por exemplo, a andlise de um
unico livro didético, e ndo exclusivamente de sua cole¢do, analisada em um longo periodo.

Sob essa perspectiva, segundo Barros (2020, p.6), uma fonte historica ¢ “[...] tudo
aquilo que, por ter sido produzido pelos seres humanos ou por trazer vestigios de suas acdes e
interferéncia, pode nos proporcionar um acesso significativo a compreensdo do passado
humano e de seus desdobramentos no presente”.

Em particular, o livro didatico, conforme Choppin (2004), pode ser entendido como
documento histdrico e objeto fisico. Na primeira categoria, “[...] a histdoria que o pesquisador
escreve nao ¢, na verdade, a dos livros didaticos: € a historia de um tema, de uma nog¢ao, de um
personagem, de uma disciplina, ou de como a literatura escolar foi apresentada por meio de
uma midia particular [...]” (Choppin, 2004, p. 554). Ja no segundo caso, “[...] o historiador
dirige sua atencdo diretamente para os livros didaticos, recolocando-os no ambiente em que
foram concebidos, produzidos, distribuidos, utilizados e ‘recebidos’, independentemente,
arriscariamos a dizer, dos conteudos dos quais eles sdo portadores” (Choppin, 2004, p. 554).

E nesse contexto, que a publicacio de Piskunov ganha relevancia. Trata-se de um livro,

conforme Lima (2012, p. 284), “[...] rigoroso no tratamento dos conceitos trabalhados e traz as

3 Aprovado pelo Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo Cientifica (PIBIC/CNPq) 2024/2025, da Universidade Estadual
de Feira de Santana.

*Fomentado pelo CNPq, mediante aprovacdo no Edital da Chamada CNPq/MCTI/FNDCT N° 18/2021 — Universal - faixa A,
2021.

5 Essa Reforma foi implementada por meio do Decreto n.° 981, de 8 de novembro de 1890, que regulamentou a instrugdo
primaria e secundaria do Distrito Federal (Decreto n.° 981, 1890). Na atualidade, tais niveis de ensino podem ser equiparados
aos anos iniciais e finais do Ensino Fundamental e o Ensino Médio.
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demonstragdes da maioria dos teoremas enunciados”. Segundo Roque (2012), a compreensao
do rigor em cada periodo do conhecimento matematico esta fortemente vinculada ao objeto
central de estudo. Sob essa perspectiva, a autora argumenta que as definicdes devem estar
alinhadas as implicagdes e aos padrdes de cada €poca; caso contrario, sdo consideradas
insatisfatorias. Em suma, a produ¢do do conhecimento matematico ¢ legitimada com base no
rigor estabelecido em um determinado periodo.

Além disso, o livro de Piskunov foi tomado, entre as décadas de 1960 e 1990, como
referéncia em varios cursos superiores envolvendo as ciéncias exatas no Brasil. Isso pode ser
constatado, por exemplo, no curso de Matematica da Universidade de Sdo Paulo (USP), onde a
obra se tornou popular entre estudantes e professores de matematica a partir dos anos 1960.

Lima (2012) também reforca que o livro de Piskunov era amplamente recomendado,
principalmente pela variedade de seus exercicios, o que ¢ evidenciado pelo proprio autor em
seu prefacio da nona edi¢do da versdo russa de sua obra, publicada em 1985. Em suas proprias
palavras: “O livro didatico inclui um grande nimero de problemas e exemplos para exercicios,
muitos dos quais ilustram a relagdo da matematica com outras disciplinas” (Piskunov, 1985,
p.12, tradugdo nossa). De modo geral, Lima (2012, p. 284) delineou o livro da seguinte forma:

ha um predominio da linguagem simboélica em detrimento da linguagem natural; sempre que
possivel cada definigdo ou teorema ¢ seguido de um exemplo visando ilustrar aquilo que foi

apresentado e ao final de cada capitulo, uma grande quantidade de exercicios ¢ proposta ao leitor,
sendo que a maioria deles envolve calculos e aplicagdo direta dos conceitos.

O livro também foi bastante difundido na Universidade Federal da Bahia (UFBA)
(UFBA, 1980) e na Universidade Estadual de Feira de Santana (UEFS) (1980-1990). Esta
ultima, no periodo de 1976 a 1986, ofertava o curso de Licenciatura Plena em Ciéncias, com
habilitagdo em Matematica, voltado para a formagao dos professores de matematica que iriam
lecionar no segundo grau (Ensino Médio). Nesse curso, foi implementado o ensino de calculo
diferencial por meio de uma disciplina denominada Célculo I, que, no ano de 1986, segundo
Oliveira (2022), foi ministrada tendo o estudo de limite como conceito-base para a disciplina.

Este estudo ainda ndo havia sido realizado no ambito da UEFS, apesar de o livro de
Piskunov estar presente na analise na pesquisa de Oliveira (2022), cujo foco foi produzir uma
analise do ensino de calculo diferencial na UEFS, no curso de Licenciatura Plena em Ciéncias,
com habilitagdo em Matematica, no ano de 1986, o que difere do objetivo deste trabalho.

Assim, nesta pesquisa, utilizamos como objeto de estudo e fonte historica (Choppin,

HISTEMAT, SBHMat, v. 11, p. 1-18, 2025.



2004), a 9.2 edigdo® do livro traduzida para o portugués em 1982. Essa edi¢do foi escolhida com
base em um levantamento bibliografico realizado pelo Colegiado de Matematica da UEFS, no
ano de 1991, acerca da bibliografia béasica e complementar das disciplinas do curso de
Licenciatura em Matematica. Naquela época, o acervo da biblioteca ja contava com 16 volumes
da edi¢do de 1982 de Piskunov (UEFS, 1991). Assim, tudo indica que essa tenha sido a edi¢ao
utilizada na disciplina de Célculo I em 1986.

O livro de Piskunov, conforme sinalizado anteriormente, foi adotado como bibliografia
basica para a disciplina Calculo I, ministrada, de acordo com seu conteudo programatico,
seguindo os capitulos de forma semelhante a estrutura proposta no indice da obra. Ou seja, o
curso foi iniciado com os conteudos relacionados a numero, variavel, funcdes e, posteriormente,
abordou-se limite e continuidade das funcdes, sendo o limite a teoria central no ensino do
calculo diferencial desde o século XIX. Na sequéncia, apresentou-se a derivada (Oliveira,
2022).

Dito isso, ¢ fundamental compreender as transformagdes do célculo diferencial integral,
especialmente no que se refere ao periodo denominado de Matematica Moderna. De modo
geral, esse novo estatuto da matematica comecou a ser sistematizado a partir do século XIX,
com a introducdo de novas abordagens, temas, objetos e metodologias que influenciaram
diversas areas do conhecimento e foram consolidados e desenvolvidos ao longo do século XX
(Lima & Dias, 2010). Assim, ao explorar os processos de institucionalizagdo dessa matematica
moderna, foi possivel identificar as mudangas paradigmaticas que moldaram o pensamento
matematico e, consequentemente, avaliar as possiveis contribui¢des de Piskunov, considerando
de que forma suas ideias dialogavam com as inovagdes ¢ os desafios daquela época.

Em suma, essa compreensao nos permitiu analisar as propostas de Piskunov em seu

livro, situando-o em um contexto historico e epistemologico mais amplo.

1. 0 LIVRO DE CALCULO DE PISKUNOV

Nikolai Semenovich Piskunov (1908-1977) foi um matemadtico soviético nascido em
Froltsovo (atual Ivanovo). Formou-se, em 1929, pelo Instituto Pedagogico Yaroslavl e, como

Doutor em Ciéncia Fisica e Matematica atuou como professor a partir de 1939. Desde 1941,

% No levantamento bibliografico realizado pelo Colegiado de Matematica da UEFS, no ano de 1991, consta que o livro
publicado em 1982 correspondia a 8.* edi¢do. Contudo, no acervo da Biblioteca, para 0 mesmo ano, encontra-se apenas a 9.*
edigdo, a qual optamos por utilizar nesta analise. Nao foi possivel determinar com certeza se houve um erro datilografico ou se
ha duas edigdes publicadas no mesmo ano.
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trabalhou no Instituto de Matematica da Academia de Ciéncia da Unido das Republicas
Socialistas Soviéticas (URSS)’. A linha de pesquisa de Piskunov direcionava-se as equagdes
diferenciais parciais (EDP), fisico-matematica e aos modeladores matematicos da
hidromecanica. Em colaboracao com Andrey Kolmogorov (1903-1987), Ivan Petrovsky (1901-
1973) e Ronald Fisher (1890-1962), desenvolveu a Equagdo KPP-Fisher. Piskunov foi também
agraciado com o titulo de Cientista Honrado da Republica Socialista Federativa Soviética da
Russia (RSFSR) em 1965.

Além disso, era autor de livros didaticos, tendo escrito varios deles para universidades,
com o total de 29 publicacdes e 14 livros. Dentre suas obras, destaca-se o livro Cdalculo
Diferencial e Integral, publicado em 19618. Inicialmente, conforme destacado por Piskunov
(1985) no prefacio da quinta edi¢do russa, de 1978, a partir da quarta edigdo, o livro, que tinha
um formato compacto, passou a ser publicado em dois volumes. Em relagdo ao volume 1, foi
inicialmente pensado “[...] para atender o curso de matematica para estudantes universitarios,
projetados para 300-450 horas” (Piskunov, 1985, p. 11), mas, a partir da 9.” edigao russa, passou
a ser projetado para 400-450 horas.

H4é no prefacio da 9. edicdo em portugués, um relato de Piskunov (1982), afirmando
que alguns capitulos foram revistos e acrescidos de informagdes, especialmente aqueles que
abordavam ramos ligados a matematica moderna, cuja institucionalizagdo teve inicio a partir
do século XIX, periodo conhecido como a “idade do rigor” (Roque, 2012). Essa alcunha se
estabeleceu por conta do movimento da constru¢do do campo cientifico da “matematica pura”
nesse periodo, com a participagdo de personagens como Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
e Karl Weierstrass (1815-1897), responsaveis, respectivamente, por impulsionar a
reorganizacao da analise e por constituir a defini¢do de limite baseada em termos de épsilon (€)
e delta (9).

Todo esse processo, com seu carater abstrato e formalizado, favoreceu a consolidacao
da matematica moderna ao longo do século XX, a qual se caracteriza principalmente por seu
enfoque conceitual e por uma abordagem axiomatica, voltada a coeréncia interna e a
generalidade, moldando o ensino de disciplinas até os dias atuais.

Dessa forma, justifica-se a revisao feita pelo Piskunov, pois os conhecimentos atrelados

a matematica moderna eram considerados necessarios e fundamentais para seu publico-alvo: os

7 Atualmente é composta por 15 repliblicas, que se tornaram paises independentes ap6s a dissolugdo da URSS em 1991. Séo
elas: Russia, Ucrdnia, Bielorrissia, Estonia, Letonia, Litudnia, Arménia, Geodrgia, Azerbaijdo, Moldavia, Cazaquistdo,
Quirguistdo, Tadjiquistdo, Turcomenistdo e Uzbequistao.

8 A publicagdo mais antiga que encontramos até o momento.
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alunos do curso de engenharia e futuros engenheiros (Concei¢do & Vasconcelos, 2025). Explica

Piskunov (1982, p. 11):

Certos capitulos foram profundamente revistos e completados, em especial aqueles que tratam
de certos ramos da matematica moderna, cujo conhecimento e nos nossos dias indispensavel a
todo o engenheiro. [...] Certas questdes, habitualmente tratadas nestes capitulos, foram
conscientemente reportadas aos capitulos seguintes. Isto permitiu abordar rapidamente a
derivada, nog¢do fundamental do calculo diferencial; esta necessidade foi-nos ditada pelas
exigéncias das outras disciplinas do ensino técnico superior.

O livro de Piskunov, embora nao fosse prioritariamente destinado a formagdo de
professores, foi amplamente adotado em diversos cursos superiores. Isso se deve, além de ter
como base a matematica moderna, vista como representagdo de uma nova era para o
conhecimento matematico, a presenca também de diversos problemas ligados ao cotidiano e a
aplicacdo do calculo, os quais atendiam as expectativas técnicas de cursos como o de

engenharia, como observado na Figura 1.

Figura 1 — Parametrizagdo de curva sob um problema fisico

DERIVADA E DIFERENCIAL 109

As curvas dadas pelas equagdes p étricas sdo freq
empregadas na mecinica. Por exemplo, se um ponto material se
desloca no plano Oxy e se se conhece as leis do movimento das
projecgdes deste ponto sobre os eixos das coordenadas,

z=0q (), } %
y=1y (), *

onde o pardmetro ¢ € o tempo, as equagdes (1’) sdo, entdo, as equagdes
paramétricas da trajectéria do ponto mével. Eliminando destas equa-
¢des o pardmetro r, deduz-se a equagdo da

trajectéria sob a forma y = f(x) ou F(x, y

y) = 0. Consideremos o problema seguinte. "

o

Problema — Encontrar a trajectéria ¢ o
ponto de impacto dum corpo pesado langado
dum avifo desl ds A velocidade hori: o
Vo 4 altitude y, (pode-se desprezar a resisténcia y
do ar).

Resolugdo — Escolhemos o sistema de coor- 0 cC 2
denadas indicado sobre a figura 74 supondo que T
o corpo ¢ largado do aviio no préprio instante Fig. 74
em que cle corta o eixo Oy. B evidente que a z
a deslocagio horizontal do corpo serd um i if 2 velocidad
constante v,

z = yyt.

A deslocagio vertical dum corpo que cai sob o efeito da gravidade
exprime-se pela férmula:
= %
=2
Por conseguinte, a distdncia do corpo A terra em qualquer instante
exprimir-se-d4 pela férmula .
—3
As duas equagdes
z=uyt,
o L
Y=VYo 3

serio as

3 étri da jectéria. Para eliminar o parAmetro
%o, ¢ i o valor t = vi na

0
segunda equagio. Entfio, a equagio da trajectéria toma a forma:

tiramos o valor de r da

v=yo— %rt
5

E a equagio duma pardbola cujo vértice é o ponto M(0, y,) ¢ o
eixo de simetria coincide com o eixo Oy.

Fonte: Piskunov (1982, p. 109)

Outro exemplo nesse sentido foi apresentado no topico “Interpretagdo mecanica da

derivada segunda” (Piskunov, 1982, p.129). Nele, ha aplicagdes da derivada, bem como o uso
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de situagdes cotidianas para introduzir o dominio de defini¢do de uma variavel. Por este prisma,
o autor fez a seguinte exposicao:
Uma varidvel ¢ susceptivel de tomar valores numéricos diferentes. O conjunto destes valores
pode variar de acordo com o carater do problema considerado. Por exemplo, a temperatura da
agua aquecida nas condi¢cdes normais pode variar dependendo da temperatura ambiente, 15 a

18°C, até ao ponto de ebulicao, 100°C. Pelo contrario, a variavel x = cos a pode levar todos os
valores compreendidos entre -1 e +1 (Piskunov, 1982, p.17).

O livro fez bastante sucesso ndo apenas no Brasil®. Sua difusdo ocorreu mundialmente,
sendo traduzido para outras linguas como, espanhol, inglés, francés e a ja mencionada lingua
portuguesa. Essa ampla distribuicdo culminou, em 2019, na instituicdo do Prémio Piskunov
pela Faculdade de Engenharia da Universidade Nacional de Assun¢do (FIUNA), destinado aos
estudantes com destacado desempenho na disciplina de Calculo Diferencial. Conforme a
FIUNA (2024), a premiacdo homenageia “[...] o nome do autor do livro base usado
historicamente pela catedra, Nikolai Semenovich Piskunov, que foi um matematico soviético,
conhecido por seu livro béasico sobre calculo diferencial e integral”.

Assim, conforme mencionado anteriormente, utilizamos nesta pesquisa historico-
cultural, a 9.* edi¢do do livro traduzida para o portugués. Ao voltarmos nossa ateng@o para a sua
estrutura, observamos que esse livro didatico, tomado neste caso como um objeto fisico

(Choppin, 2004), estd dividido em 12 capitulos (Quadro 1).

Quadro 1 — Divisdo dos capitulos do livro de Piskunov

Capitulos Intitulacio
Primeiro Numero, variavel, fungoes
Segundo Limite e continuidade das fungdes
Terceiro Derivada e diferencial
Quarto Teoremas relativos as fungdes derivaveis
Quinto Estudo da variacao das fungoes
Sexto Curvatura duma curva
Sétimo Numeros complexos. Polinomios
Oitavo Funcgdes de varias variaveis

9 Segundo Reimao (2014), embora o Brasil ainda atravessasse um periodo de censura a livros pelo menos até a
década de 1980, obras de carater cientifico, técnico e didatico eram liberadas por meio da Instrugdo n.® 1-70, de
24 de fevereiro de 1970.
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Nono Aplicagdes do calculo diferencial na geometria do espago

Décimo Integral indefinida

Décimo-primeiro Integral definida

Décimo-segundo | Aplicagdes geométricas e mecanicas da integral definida

Fonte: Piskunov (1982)

No entanto, mediante 0 nosso objetivo, concentramo-nos no primeiro — Numero,
variavel, fungoes — e segundo capitulos — Limite e continuidade das fungoes.

Mesmo com a significativa circulagdo da obra, ao longo do tempo, Piskunov promoveu
alteragdes na estrutura e no contetido de sua obra, possivelmente em resposta as criticas e as
sugestdes. Uma dessas modificagdes foi a reestruturagdo desses dois primeiros capitulos,
implementada a partir da 4.* edigdo'?:

Os dois primeiros capitulos do primeiro volume sdo “Numero. Variavel. Fungdo” e “O limite.
Continuidade de fungdes” sdo escritas na medida do possivel brevemente. Algumas das questdes
geralmente estabelecidas nesses capitulos foram movidas para o terceiro e os capitulos
subsequentes, sem prejuizo do caso. Isso tornou possivel passar mais cedo para o conceito basico
de calculo diferencial - derivada, ¢ exigido por outras disciplinas do curso universitario (a

conveniéncia de tal localizagdo do material ¢ confirmada pela experiéncia de trabalho)
(Piskunov, 1982, p. 11)

Sob esses termos, a seguir, analisamos que calculo diferencial foi proposto no livro

Cdlculo diferencial e integral, de Piskunov.

2. 0 CONCEITO DE LIMITE NO LIVRO DE PISKUNOV

Piskunov, conforme mencionado anteriormente, produziu o seu livro com uma grande
variedade de exemplos aplicados e com a utilizagdo de demonstragdes geométricas. Entretanto,
segundo Avila (2002), ele ndo deixou de lado o rigor matematico. Para Avila (2002, p. 84), tal
pratica ¢ evidenciada na “[...] introdug@o, logo no inicio do curso, da definicdo de limite em
termos de & (épsilon) e o (delta), e consequente deducao das propriedades do limite”

Esse aspecto pode ser examinado, por exemplo, no tépico Dominio de defini¢do duma

variavel, onde Piskunov determina que o dominio de uma variavel € o “conjunto dos valores

10 Essa informagéo consta no prefacio da edi¢@o russa publicada em 1985.
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numeéricos que ela é susceptivel de tomar” (Piskunov, 1982, pp. 17-18). Ressaltando ainda que
se x pertence ao intervalo (x¢-& xo+ &), entdo x € o centro do intervalo de raio &, que em outras

palavras significa que |x-xo|<E.

Figura 2 — Representacdo e vizinhanga feita por Piskunov

0 58 T ~\%

E E

- -

Fonte: Piskunov (1982, p. 34)

No contexto desta andlise, discutimos, em seguida, os conceitos de limite de uma funcao
e limite de uma variavel, presentes no segundo capitulo, intitulado Limite e Continuidade das
Fungoes, tomando-os como base para nossa reflexdo. Posteriormente, examinamos os
elementos dessa defini¢do em relacdo ao que foi tratado no capitulo Numero, varidveis e
fungoes, 0 que nos permitiu aprofundar a compreensao do processo adotado por Piskunov até
chegar a sua formulacdo conceitual.
Nesse capitulo, assim Piskunov define limite de uma fungao:
Seja y = f (x) uma fun¢do definida numa vizinhan¢a do ponto a ou em certos pontos desta
vizinhanga. A funcdo y = f (x) tende para o limite b (y — b) quando x tende para a (x —a), se
para cada niimero positivo €, por mais pequeno que seja, se pode indicar um niimero positivo &
tal que para todos, os x diferentes de a e verificando a desigualdade
[x-a|<§
a desigualdade

[ f(x)-b|<e
¢ satisfeita. Se b é o limite da fun¢do f (x) quando x— a, escreve-se entdo

li_r)n f(x)=»n
ou f (x) — b quando x — a (Piskunov, 1583, p- 37).

Essa definicdo proposta por Piskunov, mesmo na atualidade, ainda ¢ considerada
moderna, em razao de seu rigor fundamentado nas abordagens algébricas e analiticas. Para que
tal definicao fosse viabilizada, foi necessario, primeiramente, estabelecer o campo numérico
em que se situam os objetos (x, y, a, b, J, &), neste caso, 0os nimeros reais. Piskunov optou por
apresentar esse conteido logo no primeiro capitulo, no tépico Numeros reais. Representagdo

dos numeros reais pelos pontos do eixo numérico.
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Ainda nesse segundo capitulo, encontra-se a defini¢do de limite de uma variavel,
apresentada antes da definicao de limite de uma fun¢ao. Nessa se¢do, Piskunov (1982, p. 34)

afirmou:

O ntmero constante a chama-se o limite da grandeza variavel x. Se, para todo o numero
arbitrariamente pequeno

>0, se pode indicar um valor da variavel x tal que todos os valores consequentes da variavel
verifiquem a desigualdade
[x-a] <e.
Se o numero a ¢ o limite da variavel x, diz-se que x tende para o limite a e escreve-se:
x—aoulinx=a

Figura 3 — Representagdo de Piskunov

A
; e

Clx-al

Fonte: Piskunov (1982, p. 84)

o

Para utilizar as expressdes “O nUmero constante a” e “grandeza variavel” foi
necessario que Piskunov (1982, p. 34) as definisse no capitulo anterior. No topico, Grandezas
variaveis e grandezas constantes ¢ explicado, por meio de exemplos de grandezas fisicas, o
conceito de variagdo (suscetivel a tomar diferentes valores) e constdncia (quando os valores
numéricos nao mudam).

Em seus estudos, Reis (2003) enfatiza que o ensino de calculo passou a ser
fundamentado na teoria do limite a partir do século XIX, especialmente por conta das
contribui¢des de Cauchy, que desenvolveu essa teorizagdo com base nas ideias de variagdo e
constdncia. Em suas proprias palavras: “Chamamos quantidade varidvel aquela que
consideramos capaz de assumir diversos valores diferentes sucessivamente. Por outro lado,
chamamos quantidade constante aquela que assume um valor fixo e determinado™!! (Cauchy,
1823, p.1, traducdo nossa)

E possivel identificar uma aproximacdo conceitual entre a defini¢do de limite de uma
variavel apresentada por Piskunov e aquela formulada por Cauchy, na qual este explicitava:

Quando os valores sucessivamente atribuidos a uma variavel aproximam-se indefinidamente de

um valor fixo, de modo que eles finalmente difiram deste valor tdo pouco quanto quisermos, esse
ultimo valor ¢ chamado o limite de todos os outros. [...] Indicaremos o limite para o qual

1 On nomme quantité variable celle que l'on considére comme devant recevoir successivement plusicurs valeurs différentes
les ume des autres. On appelle au contraire quantité constante toute quantité qui recoit une valeur fixe et déterminée.
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converge determinada varidvel pela abreviagdo “lim.” escrita antes da variavel em questdo'?
(Cauchy, 1823, p.1, traducdo nossa).

Em resumo, tomam-se valores consecutivos para uma variavel (x), de modo que x se
torne infinitamente pequeno, ou seja, menor que qualquer nimero dado, a ponto de ndo mais se
distinguir de um valor fixo (@), a medida que x se aproxima de a. (USP, 2001a). Observamos,
portanto, que a expressdo “arbitrariamente pequeno”, empregada por Piskunov (1982), retoma
a concepcdo de infinitamente pequeno, formulada por Cauchy. Em suas palavras: “valores
numéricos sucessivos de uma varidvel diminuem indefinidamente de modo a tornarem-se
menores que qualquer nimero dado” (Cauchy, 1823, p.1, tradugdo nossa).

A nocao de limite de uma variavel ja havia sido discutida por D’ Alembert (citado em
Baron & Bos, 1985, p. 28) no século XVIII, da seguinte maneira:

Diz-se que uma grandeza ¢ o limite de outra grandeza quando a segunda pode aproximar-se da
primeira tanto quanto se queira, embora a primeira grandeza nunca possa exceder a grandeza da

qual ela se aproxima; de modo que a diferenca entre tal quantidade e seu limite ¢ absolutamente
indeterminavel.

Ainda assim, essa defini¢do ndo atendia o rigor que passou a ser exigido na matematica
a partir do século XIX. Baron e Bos (1985, p. 32) fizeram diversas criticas, especialmente em
torno de questdes como: “Suponhamos que agora que uma variavel possa alcangar seu limite.
Surgem entdo dois problemas: até que ponto sdo preservadas as propriedades da variavel
quando ela alcanga o limite, e até que ponto o limite ainda € Gnico?”” Os autores acrescentaram,
ainda, que “O problema que nao esta claro é como a variavel percorre seus dominios, € como
se aproxima do seu limite”.

De outra parte, a definicdo de limite formulada por Cauchy, considerada moderna a
época, embora ja desvinculada das nogdes geométricas, ainda ndo apresentava a ultima palavra
do rigor, isto ¢, anogdo de J e €.

A formalizagao do calculo, com a ultima palavra do rigor, vem a partir de Weierstrass.

Em sua contribuicdo de fungdo continua e magnitude de uma variavel, ele fez a seguinte
afirmacao:

Chamamos de magnitude variavel, ilimitada ou limitada, aquela que pode aceitar valores

infinitamente pequenos, ou que ¢ capaz de tais valores, se, entre os valores que pode aceitar, as

quantidades forem menores do que qualquer quantidade arbitrariamente pequena assumida. Um

tamanho variavel x se torna infinitamente pequeno, com outro y, a0 mesmo tempo, significa:
‘Depois de assumir uma grandeza arbitrariamente pequena &, pode ser determinado para x um

12 Lorsque les valeurs successivement attribuées a une méme variable s'approchent indéhniment d'une valeur fixe, de maniére
a finir par en différer aussi peu que l'on voudre, cette derniére est appelée la limite de toutes les autres. [...]. Nous indiquerons
la limite vers laquelle converge une variable donnée par l'abréviation “lim.” placée devant cette Variable.
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limite de &, de modo que para cada valor de x, para o qual [x|<J, o valor correspondente torna-se
ly|<e’ (Weierstrass, 1878, p. 57 citado em Silva, 2021, p. 296).

Na publica¢do de 1982 de Calculo Diferencial e Integral, para que a defini¢ao de limite
de uma variavel estivesse em conformidade com a definicdo moderna, Piskunov descreveu as
expressoes “e>(0" (raio da vizinhanga), “|x-a| < &” (modulo e variavel limitada), “consequentes
da variavel” (variavel ordenada), as quais foram esclarecidas, respectivamente, no primeiro
capitulo nos topicos: Dominio de definicdo duma variavel; Valor absoluto de um niimero Real
e Variavel ordenada; Variavel crescente e Variavel decrescente; Variavel limitada.

Dessa forma, Piskunov (1982) conseguiu definir o limite de uma variavel, preservando
aunicidade e as propriedades do limite, garantindo que sua defini¢do de limite respeitasse umas
das principais caracteristicas exigidas pela matematica moderna. Assim, ele conseguiu evitar
as criticas levantadas por Baron ¢ Bos (1985) em relagao a defini¢do proposta por D’ Alembert.
No entanto, até aquele momento, Piskunov nao esclarecera de que forma a variavel percorria
seu dominio.

Para tratar dessa questdo, Piskunov (1982) iniciou, ainda no primeiro capitulo, a
introducdo de nogdes sobre funcdo, organizando o conteudo em quatro segdes: Fungdo;
Diversas formas de expressoes das fungoes; Principais fungoes elementares. Fungoes
elementares; Fungoes Algébricas. Na se¢do Fungdo, Piskunov (1982, p. 20) afirmou: “y é uma
Funcao de x e escreveremos y = f(x), y = ¢(x), etc., se a cada valor da variavel x pertencendo a
um certo dominio, corresponde um valor da variavel y”.

Essa definicao difere daquela formulada pelo Grupo Bourbaki ao final da década de

1930, a qual ¢ amplamente adotada atualmente. Segundo Roque (2012, p. 474), os bourbakistas,
por meio de uma abordagem conjuntista, definiram fun¢do nos seguintes termos:

Sejam E e F dois conjuntos, que podem ser distintos ou ndo. Uma rela¢do entre um elemento

variavel x de E e um elemento variavel y de F ¢ dita uma relagdo funcional se, para todo x

pertencente a E, existe um Unico y pertencente a F' que possui a relacdo dada com x. Damos o

nome fung¢do a operagéo que associa, desse modo, a todo elemento x pertencente a E, o elemento
y pertencente a F que possui a relagdo dada com x; y sera dito o valor de fungdo no elemento x

Assim, em um primeiro movimento, pareceu-nos que Piskunov trabalhou com uma
definicdo de funcdo, tendo certas semelhangas com versdes que circularam em tempos
anteriores, como a utilizada por Dirichlet em 1837.

Como ¢ possivel notar no excerto a seguir, ha certa aproximagdo entre a defini¢do
proposta por Piskunov e aquela apresentada por Dirichlet (1837 citado em Lima, 2006, p. 88,

tradug@o nossa):
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Se a variavel y esta tdo relacionada a variavel x de tal forma que sempre que um valor numérico
¢ atribuido a x, existe uma regra segundo a qual um unico valor de y ¢ determinado, entdo y ¢
dito ser uma funcao da variavel independe x” (citado em Lima, 2006, p. 88, traducao nossa).

Contudo, apesar das semelhancas, como o uso da no¢ao de variabilidade na formulagao
do conceito de fun¢do dada por Dirichlet, ¢ importante considerar que essas definigdes foram
elaboradas em contexto historicos distintos. Por exemplo, enquanto o conceito de dominio
ainda ndo estava plenamente estabelecido a época de Dirichlet, ja era amplamente reconhecido
e sistematizado, quando Piskunov formulou sua defini¢do. Isso permitiu, em nossa leitura, que
Piskunov incorporasse esse conceito a sua definicao de fungao, aproximando-a das concepcdes
atualmente aceitas.

Dada a defini¢do de fungdo, Piskunov (1982) seguiu para a introdug¢do do conceito de
limite de uma funcdo. Contudo, para que essa definicdo pudesse ser considera moderna,
conforme discutido anteriormente, era necessario o uso da no¢do de funcao continua, a qual,
segundo Avila (2002), s6 foi formalmente apresentada por Weierstrass em 1874.

De fato, Weierstrass definiu que, se f ¢ uma fun¢do continua em um intervalo (a, b),
entdo, para todo x € (a, b), existem x' <x e x" > x, tais que, por menor que seja o intervalo
considerado, sempre vai existir um x pertencente ao intervalo, de modo que x' se aproxima de
x pela esquerda (x' < x) e x” pela direita (x” > x). Essa ideia esta diretamente relacionada a
condi¢do | x - a | < d, notagdo também utilizada por Piskunov, ao apresentar sua defini¢do de
limite de uma fungdo (USP, 2001b). Assim, vemos que Piskunov consegue definir limite de
uma fun¢do com base nos pressupostos do rigor moderno estabelecidos a partir do século XIX
(Figura 4).

Figura 4 — Representacgao de limite de uma fungao feita por Piskunov

y y=flz)
b+g
b 2¢
0 | 0
TN Ny >
0 a0 a a+d <

Fonte: Piskunov (1982, p. 38)

Notamos, ainda, que o autor constroi essa defini¢do passo a passo, apresentando, no

inicio do capitulo, elementos que seriam essenciais para a sua melhor compreensao. Ao final,
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Piskunov expressou o limite de uma funcdo utilizando “f (x) — b quando x — a (Piskunov,
1982, p.37), mostrando como o comportamento da fun¢do estd ligado ao comportamento da
variavel, o que possibilita um entendimento mais coerente da ligacdo entre a defini¢do algébrica

e a representacdo geométrica em termos de € e 6.

CONSIDERACOES FINAIS

Este texto teve como objetivo realizar uma analise, de cunho historico, sobre o calculo
diferencial presente no livro Cdalculo diferencial e integral, de Piskunov. Para tanto, fez-se uso
de uma literatura vigente e da compreensao da obra tanto como objeto fisico quanto como
documento histoérico (Choppin, 2004).

Ao nos debrucarmos sobre essa questdo e ao interrogar o livro como um documento
historico (Choppin, 2004), percebemos que se trata de um célculo considerado moderno,
acrescido de representagdes geométricas, recurso utilizado pelo autor para favorecer a
compreensao dos conteudos.

A anadlise realizada ao longo deste texto permite observar que, na definicao de limite de
uma funcdo apresentada por Piskunov (1982), o conceito de variagdo desempenha um papel
central. Ao construir essa definicdo de limite, o autor detalha o que se entende por variagdo, os
tipos possiveis, quais os elementos variam (os niimeros reais), 0 espago em que essa variagao
ocorre (a vizinhanga de um ponto), de que maneira ela se da (variagao de grandeza em relacao
a outra) e até onde se pode variar (limite).

Chama atencao, nesse processo, a maneira como Piskunov introduziu o limite de uma
varidvel, assim como os mecanismos que empregou para alinhar a sua abordagem aos padrdes
de rigor moderno que passaram a orientar a matematica a partir do século XIX. Isso igualmente
se reflete na definicao de fungdo apresentada por ele, que, embora guarde semelhancas com a
proposta de Dirichlet, ja incorpora conceitos amplamente estabelecidos na época da publicacao
da primeira edi¢do de seu livro. Com isso, torna-se evidente que os conceitos matematicos se
constroem ao longo do tempo, resultando de contribui¢des diversas e de diferentes momentos
historicos da matematica.

Embora tenha feito apropriacdes para atender a formalidade exigida na época, Piskunov
nao abandonou aspectos que pareciam estar atrelados a sua formacao. Um exemplo disso ¢ a

escolha de ndo adotar a definigdo de fungdo fundamentada no método axiomatico da teoria dos
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conjuntos, conforme proposto pelo Grupo Bourbaki, mas sim, uma definicdo que atendia aos
métodos russos. Segundo Kaznatcheev (2018), tratava-se de uma abordagem pedagodgica que
valorizava a pratica e a intui¢do, permitindo que os alunos construissem sua compreensao dos
conceitos matematicos a partir de exemplos concretos.

Dessa forma, Piskunov utilizou uma concepg¢ao moderna de limite, em sintonia com as
contribuicdes tedricas disponiveis a época, mas ajustada ao seu publico-alvo e ao seu ambiente
educacional técnico. Em outras palavras, ele empregou conceitos da matematica vigentes no
mundo académico para construir a sua obra, que, embora direcionada a engenheiros, foi
amplamente usada em programas de formagdo de professores de matemética, como na
Licenciatura Plena em Ciéncias da UEFS, pelo menos no ano de 1986. Essa dualidade permite
uma reflexdo sobre a natureza da formacdo matematica oferecida naquele periodo,
especialmente em relagdo aos futuros professores da disciplina.

Nessa conjuntura, ndo podemos ignorar o fato de que a adog@o desse esse livro na
formacdao de professor de matematica traz indicios de que, ao menos naquele periodo, a
perspectiva dos cursos de licenciatura estava mais voltada para o proprio campo disciplinar da
matematica. Isso porque os saberes mobilizados na obra ndo foram concebidos nem
organizados tendo como prioridade o estudante da licenciatura e a sua aprendizagem, tampouco
a sua pratica especifica da docéncia em sala de aula. Sob essa 6tica, ainda que sejam necessarios
mais estudos, os saberes do célculo parecem pertencer a uma cultura geral, mobilizados em

diversas especialidades, independentemente da area de formagao.
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